
• Sei G = (V, E)  ein Graph. 

• Eulertour: 

• Ein geschlossener Weg in G, der jede Kante genau einmal enthält.


• Hamiltonkreis: 

• Ein Kreis in G, der jeden Knoten genau einmal enthält.

Hamiltonkreise und Eulertouren
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Eulertour: Charakterisierung

Satz:  Ein zusammenhängender Graph G = (V, E) enthält eine Eulertour


gdw.     der Grad jedes Knotens gerade ist.


… und eine solche kann man in O(|E|) Zeit finden

Bem:  Sind in einem zusammenhängenden Graphen G = (V, E) alle bis 
auf zwei Knotengrade gerade,  so enthält der Graph einen Eulerweg


(Ein Eulerweg ist ein Weg, der alle Kanten des Graphen enthält — aber nicht 
notwendigerweise im gleichen Knoten startet und endet.)

Bem:  Sind in einem zusammenhängenden Graphen G = (V, E) alle bis 
auf zwei Knotengrade gerade,  so enthält der Graph einen Eulerweg


(Ein Eulerweg ist ein Weg, der alle Kanten des Graphen genau einmal enthält — 
aber nicht notwendigerweise im gleichen Knoten startet und endet.)
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Hamiltonkreis

Gesucht:     Hamiltonkreis

Sir William Hamilton   

(1805 - 1865)

Ikosaeder Spiel



Hamiltonkreis - Beispiele

Ikosaeder Petersengraph
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Hamiltonkreis - Beispiele

Satz: Seien m,n ≥ 2. 
Ein n×m  Gitter enthält einen Hamiltonkreis   gdw    n*m gerade ist.
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Satz: Ein bipartiter Graph  mit |A|  |B|  kann keinen 

Hamiltonkreis enthalten. 

G = (A ∪ B, E) ≠



Hamiltonkreis im Hyperwürfel: Gray-Code

d=2:

00 01

10 11

000 010

100

d=3: 101 111

00

10

11

01

011

000

100

110

010

011

111

101

001

analog für d ≧ 4 6



Satz von Dirac

Satz:  (Dirac 1952) 
Jeder Graph G = (V, E) mit |V| ≥ 3 und Minimalgrad 
δ(G) ≥ |V|/2   enthält einen Hamiltonkreis.


Paul%Dirac%
(1902/1984)%
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Hamiltonkreis

Wie entscheidet man (effizient),

    ob ein Graph einen Hamiltonkreis enthält?

Brute Force:     ≈ n!


Ziel für heute:  ≈ 2
n

Zum Vergleich:
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log2(n!) = ⇥(n log n)
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log2(2
n) = n
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Hamiltonkreis

Wie entscheidet man (effizient),

    ob ein Graph einen Hamiltonkreis enthält?

Brute Force:     ≈ n!


Ziel für heute:  ≈ 2
n
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For now, general purpose AI models that were trained using

a total computing power of more than 10^25 FLOPs

are considered to carry systemic risks

10^25 ≈ 


25! ≈ 1.6 e25


2^84 ≈ 1.9 e25



Hamiltonkreise mit DP

Für alle   S⊆[n]  mit  1 ∈ S  und alle  x ∈ S mit  x ≠ 1:


   PS,x  :=
  

1,      es gibt einen 1-x-Pfad, der genau die Knoten aus S enthält

0,      sonst{

  setze      PS,x   =  1     gdw.       {1,x}  ∈  E ∀x ∈ {2,...,n} :  für S = {1,x}

Initialisierung:

Schleife:

for all   s = 3 to n

           for all   S ⊆[n]  mit  1∈ S und  |S| = s:

                      for all   x ∈ S mit  x ≠ 1:

                                 PS,x   =  max {  PS\{x},y  :  y ∈ N(x)∩S, y ≠ 1}  

                                   

 Ausgabe: G enthält Hamiltonkreis     gdw     ∃ x ∈ N(1)   mit    P[n],x = 1 


                                                   

Dynamische Programmierung: 
      Laufzeit:              ≈ n2 2n 
      Speicherplatz:     ≈ n 2n
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„Idee“

Rekursion



How to brand your research?

The 1950s were not good years for mathematical research. [The Secretary of Defense] 
had a pathological fear and hatred of the word “research".

What title, what name, could I choose? […] I wanted to get across the idea that this 
was dynamic, this was multistage, this was time-varying.
[…] It also has a very interesting property as an adjective, and that is it's impossible to 
use the word dynamic in a pejorative sense.

— Richard Bellman, Eye of the Hurricane: An Autobiography (1984)
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Eulertour vs Hamiltonkreis

Satz:  Ein zusammenhängender Graph G = (V, E) enthält eine Eulertour


gdw.     der Grad jedes Knotens gerade ist.


… und eine solche kann man in O(|E|) Zeit finden

Bem:  Sind in einem zusammenhängenden Graphen G = (V, E) alle bis 
auf zwei Knotengrade gerade,  so enthält der Graph einen Eulerweg


(Ein Eulerweg ist ein Weg, der alle Kanten des Graphen enthält — aber nicht 
notwendigerweise im gleichen Knoten startet und endet.)

Satz:  Das Problem 


    „Gegeben ein Graph G = (V, E), enthält G einen Hamiltonkreis?“


kann man in Zeit O(|V|2 ∙ 2|V|) entscheiden und, falls ja, einen solchen finden.



Eulertour vs Hamiltonkreis

Satz:  Ein zusammenhängender Graph G = (V, E) enthält eine Eulertour


gdw.     der Grad jedes Knotens gerade ist.


… und eine solche kann man in O(|E|) Zeit finden

Bem:  Sind in einem zusammenhängenden Graphen G = (V, E) alle bis 
auf zwei Knotengrade gerade,  so enthält der Graph einen Eulerweg


(Ein Eulerweg ist ein Weg, der alle Kanten des Graphen enthält — aber nicht 
notwendigerweise im gleichen Knoten startet und endet.)

Satz:  (Karp 1972) 
Das Problem 


    „Gegeben ein Graph G = (V, E), enthält G einen Hamiltonkreis?“


ist NP-vollständig.



Exkurs

   ( Vorgriff auf Vorlesung Theoretische Informatik)



Komplexitätstheorie

P =  effizient entscheidbare Probleme
NP =  (einseitig) effizient verifizierbare Probleme

P = NP →  1 Million US-$  (Clay-Foundation) 
[eines von sieben Millennium-Problemen]

?

Ein Problem ∏ aus NP heisst  NP-vollständig, falls gilt


     ∏ ∈ P       ⇒      P = NP 


polynomiell

nichtdeterministisch polynomiell

Eulertour

Hamiltonkreis



P und NP
Es gibt sehr viele NP-vollständige Probleme:


Hamiltonkreis

Rucksackproblem

Clique: Gibt es in einem Graphen k paarweise benachbarte Knoten?

Nullstelle mod n: Hat ein Polynom mod n eine Nullstelle?

Satisfiability: hat eine logische Formel eine Lösung?

….

… sehr sehr viele:

16



Komplexitätstheorie



Komplexitätstheorie



Komplexitätstheorie



Hamiltonkreis - Beispiele

The Traveling Salesman Problem — Das Problem des Handlungsreisenden



Traveling Salesman Problem

Gegeben:     vollständiger Graph auf n Knoten,

                     Distanzen zw. je zwei Knoten:


Gesucht?       Kürzeste Rundreise:

min
H: Hamiltonkreis

X

e2E(H)

`(e)

` :
�[n]

2

�
! R

Gesucht:       Rundreise kurzer als X (gegeben X)



Traveling Salesman Problem

Das Traveling Salesman Problem (TSP) ist NP-vollständig:

Graph   G=([n], E) ⟺ vollst Graph   Kn=([n],     )
✓

[n]
2

◆
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mit Längenfunktion 

so dass 

` :
�[n]

2

�
! {0, 1}
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Dann gilt:

G   enthält Hamiltonkreis ⟺ opt(Kn,𝓁) = 0

`({x, y}) =

(
0, falls {x, y} 2 E
1, sonst.
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Hieraus folgt auch: für kein C >0 kann es einen polynominellen 
C-Approximationsalgorithmus geben (ausser es gilt P=NP).
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Wir kennen Hunderte (Tausende?)

von Problemen die

NP-vollständig sind!

Deswegen ein sehr wichtiges

Werkzeug um zu erklären

warum wir für viele Probleme

keine effiziente Algorithmen haben



Komplexitätstheorie
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Komplexitätstheorie

Haskell Program A
foldl (+) 0 [1,2,3,4,5]

Python Program B
from functools import reduce

xs = [1, 2, 3, 4, 5]

reduce(lambda x, y: x+y, [1, 2, 3, 4, 5],0)

A kann als B

kodiert werden

Hamiltonkreis “Program A” TSP “Program B”

Deswegen:

Weil das Hamiltonkreis-Problem NP-vollständig ist,

ist auch das TSP-Problem

0+1+2+3+4+5 = 15 



Metrisches Traveling Salesman Problem

Funktion  l  erfüllt 

            Dreiecksungleichung: 

`(x, z)  `(x, y) + `(y, z) 8x, y, z 2 [n]

aus MST kann man eine 2-Approximation ableiten

Bsp: `(e) 2 {1, 2} für alle e 2
�[n]

2

�
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Metrisches Traveling Salesman Problem

Funktion  l  erfüllt 

     Dreiecksungleichung: 

`(x, z)  `(x, y) + `(y, z) 8x, y, z 2 [n]



Metrisches Traveling Salesman Problem

Funktion  l  erfüllt 

     Dreiecksungleichung: 

`(x, z)  `(x, y) + `(y, z) 8x, y, z 2 [n]

1. Bestimme minimalen Spannbaum T

es gilt:     ̀ (T)  opt(Kn, `)
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Metrisches Traveling Salesman Problem

Funktion  l  erfüllt 

     Dreiecksungleichung: 

`(x, z)  `(x, y) + `(y, z) 8x, y, z 2 [n]

1. Bestimme minimalen Spannbaum T

es gilt:     ̀ (T)  opt(Kn, `)
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2. verdopple alle Kanten von T

es gilt:     2`(T)  2opt(Kn, `)
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Metrisches Traveling Salesman Problem

Funktion  l  erfüllt 
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<latexit sha1_base64="w/M5U7EPj3zKPPjkO1/SRBnYhh4="></latexit><latexit sha1_base64="zMUU1Of/ptA/2zDJnNkEJVzYiY0="></latexit><latexit sha1_base64="zMUU1Of/ptA/2zDJnNkEJVzYiY0="></latexit><latexit sha1_base64="C0+y55xpDJogCjwV2ungwRv6CWI="></latexit>

2. verdopple alle Kanten von T
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3. bestimme Eulertour W
`(W) = 2`(T)  2opt(Kn, `)
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es gilt:     
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es gilt:     

4. durchlaufe W, mit Abkürzungen, so

    dass jeder Knoten nur einmal 

    besucht wird   ⇒  Hamiltonkreis  C
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    dass jeder Knoten nur einmal 

    besucht wird   ⇒  Hamiltonkreis  C



Metrisches Traveling Salesman Problem

Funktion  l  erfüllt 

     Dreiecksungleichung: 

`(x, z)  `(x, y) + `(y, z) 8x, y, z 2 [n]

1. Bestimme minimalen Spannbaum T
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<latexit sha1_base64="w/M5U7EPj3zKPPjkO1/SRBnYhh4="></latexit><latexit sha1_base64="zMUU1Of/ptA/2zDJnNkEJVzYiY0="></latexit><latexit sha1_base64="zMUU1Of/ptA/2zDJnNkEJVzYiY0="></latexit><latexit sha1_base64="C0+y55xpDJogCjwV2ungwRv6CWI="></latexit>

2. verdopple alle Kanten von T
es gilt:     2`(T)  2opt(Kn, `)
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`(x, z)  `(x, y) + `(y, z) 8x, y, z 2 [n]
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Metrisches Traveling Salesman Problem

Funktion  l  erfüllt 

     Dreiecksungleichung: 

`(x, z)  `(x, y) + `(y, z) 8x, y, z 2 [n]

1. Bestimme minimalen Spannbaum T
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<latexit sha1_base64="w/M5U7EPj3zKPPjkO1/SRBnYhh4="></latexit><latexit sha1_base64="zMUU1Of/ptA/2zDJnNkEJVzYiY0="></latexit><latexit sha1_base64="zMUU1Of/ptA/2zDJnNkEJVzYiY0="></latexit><latexit sha1_base64="C0+y55xpDJogCjwV2ungwRv6CWI="></latexit>
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<latexit sha1_base64="qGYl7RF1tS4+0sazUneeK0V6NCQ="></latexit><latexit sha1_base64="RAMlyiv3tOF/jiqDtEuckb1cib4="></latexit><latexit sha1_base64="RAMlyiv3tOF/jiqDtEuckb1cib4="></latexit><latexit sha1_base64="+TyP8LZWvBJ5UcbBgVKU4xcXxyM="></latexit>

es gilt:     

4. durchlaufe W, mit Abkürzungen, so

    dass jeder Knoten nur einmal 

    besucht wird   ⇒  Hamiltonkreis  C
es gilt:     ̀(C)  `(W) = 2`(T)  2opt(Kn, `)

<latexit sha1_base64="bn36iRzVsWEglGPudRyj2UH8Nd8="></latexit><latexit sha1_base64="sKWk5svYPc7hyDdw582uR5BHmU8="></latexit><latexit sha1_base64="sKWk5svYPc7hyDdw582uR5BHmU8="></latexit><latexit sha1_base64="JrcAwcqFl/AZkHb2utvBkNGvMrc="></latexit>

wegen Dreiecksungleichung


