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Der Satz von Hall (Heiratssatz)




-ine Kantenmenge M ¢
Kein Knoten des Graphe

enthalt.

Matchings

- heisst Matching in einem Graphen G = (V,

N zU mehnr als einer Kante aus M inzident ist.

—in Matching M heisst perfektes Matching, wenn jeder Knoten durcr

eine Kante aus M Uberdeckt wird, oder, anders ausgedruckt, wenn

2.

:), falls

—in Knoten v wird von M uberdeckt, talls es eine Kante e € M gibt, die v

genau
M| = [VI/



-In Matching M C

—In Matching M C

Matchings

- Ist ein inklusionsmaximales Matching, wenn es kein

Matching M’ gibt mit M € M’ und |M’| > |M].

— ist ein (kardinalitats-)maximales Matching, wenn es kein

Matching M gibt mit [M’| > |M].

O—O0—0—0 O—0O0—0—0C

inklusionsmaximales Matching kardinalitatsmaximales Matching
(aber nicht kardinalitatsmaximal) (auch inklusionsmaximall)



Matchings

—in Matching M € E ist ein inklusionsmaximales Matching, wenn es kein
Matching M’ gibt mit M € M’ und |M’| > |M].

—in Matching M ¢ E ist ein (kardinalitats-)maximales Matching, wenn es kein
Matching M gibt mit [M’| > |M].

Satz: Mit dem Greedy-Algorithmus kann man in Zeit O(|E|) ein
inklusionsmaximales Matching Mgreedy bestimmen mit

‘MGreedy‘ 2 ‘Mmax‘ / 2,

wobel Mmax ein kardinalitatsmaximales Matching ist.



Greedy-Algorithmus

GREEDY-MATCHING (G)
1: M0
2: while E # 0 do
3: wahle eine beliebige Kante e € E
4: M — M U{e}
5 losche e und alle inzidenten Kanten in G

Satz: Mit dem Greedy-Algorithmus kann man in Zeit O(|E|) ein
inklusionsmaximales Matching Mareedy bestimmen mit

‘MGreedy‘ 2 ‘Mmax‘ / 2,

wobel Mmax ein kardinalitatsmaximales Matching ist.




Greedy-Algorithmus

o ‘
Beobachtung:

- fUr jede Kante in Mmax Qilt: mindestens einer der beiden Endpunkte
wird von einer Kante aus Magreedy Uberdeckt
(denn sonst kdnnten wir die Kante zu Mareedy hinzufigen)

- jlede Kante in Magreedy kKann hdchstens zwei Kanten aus Mmax
Uberdecken



augmentierende Pfade
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—in M-augmentierender Pfad ist ein Ptfad, der abwec
aus M und nicht aus M enthalt und der in von M nicht
Knoten beginnt und endet.

Matching M

nselnd Kanten

Uberdeckten

= durch fauschen entlang M kdnnen wir das Matching vergrossern




augmentierende Pfade

/5

5
e

—iIn M-augmentierender Pfad ist ein Pfad, der abwechselnd Kanten
aus M und nicht aus M enthalt und der in von M nicht Uberdeckten
Knoten beginnt und endet.

= Matching M

= durch fauschen entlang M kdnnen wir das Matching vergrossern




Matching-Algorithmen

Konzept der augmentierenden Pfade:

= O(|V| - |E[)  fdr bipartite Graphen

State of the Art Matching:
O(|E[1+o(M) far bipartite Graphen

O(|V[12 - |E|) fur generelle Graphen
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Der Satz von Hall (Heiratssatz)

Satz: (Hall, Heiratssatz)
Ein bipartiter graph G=(AwB, E) enthalt ein
Matching M der Kardinalitat |M|=|A| gdw d
v XCA ‘Xl < ‘N(X)‘ (1P9h(;|z|£1H92|2|)

Q
" O
rTngss fur jede | \\\\2 N(X)
eilmenge gelten ~ \\
O 0
Q -




Der Satz von Hall (Heiratssatz)

Satz: (Hall, Heiratssatz)
Ein bipartiter graph G=(AwB, E) enthalt ein
Matching M der Kardinalitat |M|=|A| gdw

Philip Hall

v XCA ‘Xl < ‘N(X)‘ (1904-1982)

Beweis: Induktion uber a = | Al
Induktionsverankerung: a=1: J
Induktionsschritt; Wir mussen zeigen:

Satz gilt far alle bipartiten _ Satz gilt far alle bipartiten
Graphen mit  |A| < a-1 Graphen mit  |A| = a

“a_1 : a“



Der Satz von Hall (Heiratssatz)

Satz: (Hall, Heiratssatz)
Ein bipartiter graph G=(AwB, E) enthalt ein
Matching M der Kardinalitat [M|=|A| gdw '
v XCA : [X| = [N(X)] (*) e e

(1904-1982)

Beweis: "a-1 = a  Betrachte beliebigen Graphen mit |A|=a:

1Rall: va=XcA : [X] <|N(X) 2.Fall: 32 +XocA : |Xo| =[N(Xo)
- Wahle beliebige Kante {x,y} und - Betrachte die beiden durch
|6sche x, y und alle inzidenten Xou N(Xo) bzw
Kanten. A\ Xo u B\ N(Xo)
- Zeige dass der verbleibende induzierten Graphen
Graph die Bedingung (*) erfdlit. - Zeige dass beide Graphen die

Bedingung (*) ertlllen.



Der Satz von Hall (Heiratssatz)

Satz: (Hall, Heiratssatz)
Ein bipartiter Graph G=(AvB, E) enthalt ein
Matching M der Kardinalitdt |M|=|A| gdw .
v XCA : [X| < [N(X)] (1904 1582)

Korollar: (Frobenius)
Far alle k gilt: jeder k-regulare bipartite Graph
enthalt ein perfektes Matching.

Ferdinand Georg Frobenius
(1849 —1917)



Der Satz von Hall (Heiratssatz)

Theorem: (Hall, 1935)
Ein bipartiter graph G=(AwB, E) enthalt ein
Matching M der Kardinalitat [M|=|A| gdw
v A'CA : |A] < [NA)

Philip Hall
(1904-1982)
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Korollar: (Frobenius, 1917)
FUr alle k gilt: jeder k-regulare bipartite graph
enthalt ein perfektes Matching.

Ferdinand Georg Frobenius

Es gilt sogar: Graph ist Vereinigung von perfekten Matchings. (1849 - 1917)




Der Satz von Hall (Heiratssatz)

Theorem: (Hall, 1935)
Ein bipartiter graph G=(AwB, E) enthalt ein
Matching M der Kardinalitat [M|=|A| gdw
v A'CA : |A] < [NA)

Philip Hall
(1904-1982)
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Korollar: (Frobenius, 1917)
FUr alle k gilt: jeder k-regulare bipartite graph
enthalt ein perfektes Matching.

Ferdinand Georg Frobenius

Es gilt sogar: Graph ist Vereinigung von perfekten Matchings. (1849 - 1917)



Der Satz von Hall (Heiratssatz)

Theorem: (Hall, 1935)
Ein bipartiter graph G=(AwB, E) enthalt ein
Matching M der Kardinalitat [M|=|A| gdw
v A'CA : |A] < [NA)

Philip Hall
(1904-1982)

Korollar: (Frobenius, 1917) v :}
FUr alle k gilt: jeder k-regulare bipartite graph

enthalt ein perfektes Matching.

Ferdinand Georg Frobenius

Es gilt sogar: Graph ist Vereinigung von perfekten Matchings. (1849 - 1917)



Der Satz von Hall (Heiratssatz)

Satz: (Hall, Heiratssatz)
Ein bipartiter Graph G=(AvB, E) enthalt ein
Matching M der Kardinalitdt |M|=|A| gdw

Philip Hall

v XCA ‘X‘ < ‘N(X)‘ (1904-1982)

Korollar: (Frobenius)
Far alle k gilt: jeder k-regulare bipartite Graph
enthalt ein perfektes Matching.

E — 1
B

Ferdinand Georg Frobenius
(1849 —1917)

Beachte: bipartit ist wichtig!

%



Algorithmen fur bipartite Graphen

Satz: In 2k-regularen bipartiten Graphen kann man in Zeit O(|E|) ein
pertektes Matching bestimmen.

Man kann zeigen:

Satz: In k-regularen bipartiten Graphen kann man in Zeit O(|E|) ein
perfektes Matching bestimmen.




