Kapitel 1.5

Farbungen



k-Farbung, chromatische Zahl

Eine (Knoten-)Farbung eines Graphen G = (V, E) mit k Farben
Ist eine Abbildung c : V — [k], so dass qilt

c(u) # c(v) far alle Kanten {u, v} € E.

- ‘6""
v\




k-Farbung, chromatische Zahl

Eine (Knoten-)Farbung eines Graphen G = (V, E) mit k Farben
Ist eine Abbildung c : V — [k], so dass qilt

c(u) # c(v) far alle Kanten {u, v} € E.

%
2N

-~




Graphfarbung - Prufungsplan
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Graphfarbung - Speicherallokation

Interference graph example
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Graphfarbung - Funknetzwerke
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Graphfarbung - Beispiele

A-Farben-Theorem



k-Farbung, chromatische Zahl

Eine (Knoten-)Farbung eines Graphen G = (V, E) mit k Farben
Ist eine Abbildung c : V — [k], so dass qilt

c(u) # c(v) far alle Kanten {u, v} € E.

Die chromatische Zahl x(G) ist die minimale Anzahl Farben, die fur
eine Knotenfarbung von G bendtigt wird.

Aquivalente Formulierung: Xx(G) =k gdw. G k-partit

\/ ’
Spezialfall: x(G) =2 gdw. G bipartit

“Ist G bipartit?” kann man in Zeit O(|E|) mit Breiten- oder Tiefensuche beantworten.



Farbbarkeit ist sehr schwer

Satz: FUr jedes k = 3 ist das Problem
,Gegeben ein Graph G = (V, E), gilt x(G) = k ?¢

NP-vollstandig.

Alternativen?

Exponentieller Algorithmus?  Ja, mit Inklusion/Exklusion.
(Polynomieller Speicher und Zeit O(2.3"))

Approximationen? Nein. FUr jedes € > 0 ist es NP-schwer,
eine n'-€-Approximation zu finden.

Spezialfalle” Ja. Wir werden einige Arten von Graphen

sehen, fur die es gute Algorithmen gibt.



Greedy-Algorithmus

GREEDY-FARBUNG (G)

1: wahle eine beliebige Reihenfolge der Knoten: V = {vy,...,v,}
2: C[V]] — 1
3: fori=2toi=ndo
4 clv;] « min{k € N | k # c(u) fiir alle u € N(v;) N{vy,...,vi1}}
Beobachtung:
Fur jede Reihenfolge
V ={vy,...,va} der Knoten 4
bendtigt der Greedy-

Algorithmus hochstens
A(G)+1 viele Farben.
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Notation: 6 ‘
A(G) := maximaler Grad in G 5 4
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Greedy-Algorithmus

GREEDY-FARBUNG (G)

1: wahle eine beliebige Reihenfolge der Knoten: V = {vy,...,v,}

2: C[\)]] — 1

3: fori=2toi=ndo

4 c[vi] « min{k € N | k # c(u) fiir alle u € N(v;) N{vy,...,vi1}}
Beobachtung:
Es gibt eine Reihenfolge
V ={vi,...,va} der Knoten,

fur die der Greedy-Algorithmus
nur x(G) viele Farben bendtigt.




Greedy-Algorithmus

GREEDY-FARBUNG (G)

1: wahle eine beliebige Reihenfolge der Knoten: V = {vy,...,v,}

2: C[V]] — 1

3: fori=2toi=ndo

4 clv;] « min{k € N | k # c(u) fiir alle u € N(v;) N{vy,...,vi1}}
Beobachtung:

Es gibt bipartite Graphen und

eine Reihenfolge V ={v;,...,v,}

der Knoten, fur die der Greedy-
Algorithmus |V|/2 viele Farben bendtigt.

vollstandig bipartiter Graph
ohne ein perfektes Matching



Greedy-Algorithmus

GREEDY-FARBUNG (G)
1: wahle eine beliebige Reihenfolge der Knoten: V ={vy,...,v,}
2: C[V]] — 1
3: fori=2toi=ndo
4 clv;] « min{k € N | k # c(u) fiir alle u € N(v;) N {vq,...,vi1}}

Beobachtung:
Gilt fGr die (gewahlte) Reihenfolge  |N(vi) n {v1,..., vi}| <K v2<i<n,
dann bendtigt der Greedy-Algorithmus hdchstens k+1 viele Farben.

Heuristik:
vnh = Knoten vom kleinsten Grad. Loésche vn.

V-1 := Knoten vom kleinsten Grad im Restgraph. Losche vn-1.
lteriere.

Falls G=(V,E) erfullt:
In jedem Subgraphen gibt es einen Knoten mit Grad < k

= Heuristik liefert Reihenfolge v1,...,va fur die der Greedy-
Algorithmus hochstens k+1 Farben bendtigt



Greedy-Algorithmus

GREEDY-FARBUNG (G)

1: wahle eine beliebige Reihenfolge der Knoten: V ={vy,...,v,}

2: C[V]] — 1

3: fori=2toi=ndo

4 clv;] « min{k € N | k # c(u) fiir alle u € N(v;) N {vq,...,vi1}}

Falls G=(V,E) erfullt:
In jedem Subgraphen gibt es einen Knoten mit Grad < k
= Heuristik liefert Reihenfolge v1,...,va fur die der Greedy-

Algorithmus hochstens k+1 Farben bendtigt

Korollar:
Die Heuristik findet immer eine Farbung mit 2 Farben fur Baume.

Satz: (ohne Beweis)
Ist ein Graph planar (kann Uberkreuzungsftrei in der Ebene gezeichnet
werden), so gibt es immer einen Knoten vom Grad < 5.

Korollar:
Die Heuristik findet eine Farbung mit < 6 Farben fur planare Graphen.



Greedy-Algorithmus

GREEDY-FARBUNG (G)

1: wahle eine beliebige Reihenfolge der Knoten: V ={vy,...,v,}

2: C[V]] — 1

3: fori=2toi=ndo

4 clv;] « min{k € N | k # c(u) fiir alle u € N(v;) N {vq,...,vi1}}
Beobachtung:

Gilt fur die (gewahlte) Reihenfolge  |N(vi) n {v1,..., via}| <k v2<i<n,
dann bendtigt der Greedy-Algorithmus hdchstens k+1 viele Farben.

Heuristik:
Vn = Knoten vom kleinsten Grad. Ldsche vn.
Vn-1 := Knoten vom kleinsten Grad im Restgraph. Losche vn-1.

lteriere.

Korollar:
G=(V,E) zshgd. und es gibtv e V mit deg(v) <4(G)
= Heuristik (oder Breiten-/Tiefensuche) liefert Reihenfolge,
fur die der Greedy-Algorithmus hdchstens A(G) Farben benbdtigt



Warum ist Farbbarkeit so schwer?

Satz: vke N, vreN: Esgibt Graphen ohne einen Kreis mit
Lange < k, aber mit chromatischer Zahl > r.

(Beweis im Skript fur k=3) Q/Q<
Lokal sieht der Graph aus
wie ein Baum (alle Knoten,
die man von einem v aus
in k/2 Schritten erreichen kann).

Satz: Einen 3-farbbaren Graphen kann man
in Zeit O(JV|+|E|) mit o(/|V]) Farben farben.

Algorithmus:

While es gibt Knoten v, der > V/IV| ungefarbte Nachbarn hat:

Farbe v mit neuer Farbe und seine Nachbarn mit 2 weiteren neuen Farben.
Losche alle gefarbten Knoten. Der Restgraph hat Maximalgrad A < /|V| .
Farbe verbleibende Knoten mit Greedy-Algorithmus mit A +1 neuen Farben.



Block-Graphen

Ist G ein Graph, in dem man jeden Block mit k Farben
farben kann.

Dann kann man auch G mit k Farben farben.

Farbklassen tauschen

=




Abhangigkeit vom maximalen Grad

GREEDY-FARBUNG (G)
1: wahle eine beliebige Reihenfolge der Knoten: V = {vy,...,v,}
2: C[V]] — 1
3: fori=2ton do
4 c[vi] « min{k € N |k # c(u) fiir alle u € N(v;) N{vy,...,vi_1}}

Jeder Graph kann in Zeit O(|E|) mit A(G)+1 Farben gefarbt werden

Satz von Brooks
G =Kn G=Con1, G zshgd:
= G kann in Zeit O(|E|) mit A(G) Farben gefarbt werden



Satz von Brooks

Satz von Brooks
G=Kn G=Cons1, G zshgd:
= G kann in Zeit O(|E|) mit A(G) Farben gefarbt werden

Algorithmus:

o Falls A(G)=2: farbe G mit zwei Farben

(da G zshgd und kein ungerader Kreis, ist G ein Pfad oder ein gerader Kreis)
o Falls 3veVmitdeg(v) < A(G): farbe G mit Greedy-Algorithms + Heuristik
(bendtigt nur A(G) Farben)

o Falls es einen Artikulationsknoten v gibt: farbe alle Bldcke (jeweils inkl. Knoten v) mit
Heuristik; ggf. Farbtausch, damit v in allen Graphen einheitlich gefarbt

(in allen diesen Blécken hat v Grad < A(G), Heuristik funktioniert also wie oben argumentiert)

o Bestimme Knoten v,x,y € V mit x,y € N(v) und {x,y} ¢ E
(diese existieren, da G zshgd und kein vollstandiger Graph)

o Betrachte G’ := G[V \ {X,y}]:
o Falls G’ zshgd: tarbe G mit Greedy-Alg: Erst x und y, danach Heuristik fir G’
o Falls G’ nicht zshgd: ...



