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Wahrscheinlichkeit



Zufall in der Informatik

Warum sollte jeder Informatiker Ahnung von  
Wahrscheinlichkeitstheorie haben?



Algorithmen

QuickSort:

Wodurch wird QuickSort zu QuickSort?

⇒  wenn wir das Pivot-Element zufällig wählen,  

                                        so hat er seinen Namen verdient …



Algorithmen

Primzahltest:

Gegeben natürliche Zahl n, ist n eine Primzahl? 

➫ essentiell für fast alle Probleme in der Kryptographie

➫ Algorithmus:
        - wähle Zahl 1 ≦ x≦ n zufällig
        - prüfe ob x Zeuge für Zusammengesetztheit von n ist 



Kryptographie

Visual Cryptography:

taken from: www.codeproject.com

http://www.codeproject.com


Ideale Welt: Alice kann Bob beweisen, dass sie das Geheimnis kennt, 
ohne das Geheimnis zu verraten. 

Wir leben in einer idealen Welt!!

Anwendung: Zero-Knowledge-Protokolle

Alice Bob

kenne ein  
phantastisches  

Geheimnis
Beweise  
es mir!

vielleicht 
will er es 
stehlen...



Anwendung: Zero-Knowledge-Protokolle

Alice Bob

kenne Isomorphis- 
mus zwischen G  

und G‘
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Es ist kein polynomieller Algorithmus bekannt, um zu  
entscheiden, ob zwei Graphen isomorph sind.



                                                                                

Anwendung: Zero-Knowledge-Protokolle

Alice Bob

kenne Isomorphis- 
mus zwischen G  

und G‘
Beweise  
es mir!

H
Bob

Was soll ich 
damit?

Alice

Das hier ist eine  
zufällige Permuta- 
tion von G bzw G’.

Alice

Was willst du sehen? 
a) G  ~ H 
b) G‘ ~ H

Bob

a)

schickt Isom. zw. G und H



                                                                                

Anwendung: Zero-Knowledge-Protokolle

Alice Bob

kenne Isomorphis- 
mus zwischen G  

und G‘
Beweise  
es mir!

H2
Bob

Ein neuer  
Zufallsgraph?

Alice

noch ‘ne Runde?

Alice

Was willst du sehen? 
a) G  ~ H2 
b) G‘ ~ H2

Diesmal b)

Bob
schickt Isom. zw. G‘ und H2



                                                                                

Anwendung: Zero-Knowledge-Protokolle

Alice Bob

kenne Isomorphis- 
mus zwischen G  

und G‘
Beweise  
es mir!

H1000
Bob

Jaja....

Alice

Na, glaubst  
du‘s langsam?



Kryptographie

Elektronisches Geld:

001001000100111
001011110110010
101010001001000
101010101010101

Erwünschte Eigenschaften: 

Kunde:  Anonymität 

Bank:     Kenntnis des Kunden, falls dieser betrügt 
              (Geldschein mehrfach verwendet) 



Kryptographie

Erzeugen eines elektronischen Geldscheins:

Kunde:

Name &
Konto-Nr.

40 mal



Kryptographie

Erzeugen eines elektronischen Geldscheins:

Kunde liefert der Bank:

40 Kisten

Bank wählt 20 Kisten zufällig aus und bittet Kunden, diese 
Kisten aufzuschliessen.  

Falls in einer der ausgewählten Kisten, der Zettel mit Name 
und Konto-Nr. des Kunden fehlt oder falsch ist, bricht die 
Bank die Geschäftsverbindung mit dem Kunden ab.  



Kryptographie

Erzeugen eines elektronischen Geldscheins:

Kunde liefert der Bank:

40 Kisten

Notwendigkeit dieses Schrittes:

0010010
0010011
1001011

0110010
0110011
1011011

0110010
0011011
1001001

0001110
1110011
1001000

Bank bekommt vom Kunden 40 Bitstrings. Insbesondere kann  
die Bank beim Zuschliessen nicht „zusehen“. 



Kryptographie

Erzeugen eines elektronischen Geldscheins:

Bank liefert dem Kunden:

→ elektronischer Geldschein



Kryptographie

Verwenden eines elektronischen Geldscheins:

Bezahlen:

Geschäft verlangt vom Kunden für jede der 20 Kisten einen der 
beiden Schlüssel. 

Welcher Schlüssel verlangt wird (linker oder rechter) wird vom 
Geschäft zufällig ausgewählt. 

Geschäft liefert Geldschein zusammen mit den eingesammelten 
Schlüsseln an die Bank. 



Kryptographie

Verwenden eines elektronischen Geldscheins:

Bezahlen:
20 im Geldschein enthaltene Kisten

vom 1. Geschäft eingesammelte Schlüssel
vom 2. Geschäft eingesammelte Schlüssel

angenommen der Kunde gibt Geldschein mehrmals aus:

Bank wird von etwa der Hälfte der Kisten beide 
Schlüssel bekommen!



Verteiltes Rechnen



Ziel:  Knoten/Rechner sollen gemeinsam eine Aufgabe lösen

z.B:   Bestimme eine möglichst grosse stabile Menge

stabile Menge  ≙  Knoten, die nicht durch Kanten 
    verbunden sind

Verteiltes Rechnen



Wir stellen fest: 
      Alle Knoten mit Abstand k vom Rand sehen nach 
      k Runden die exakt gleiche Umgebung. 

      Jeder deterministische Algorithmus führt daher 
      zur exakt gleichen Entscheidung ... die „ich gehöre 
      nicht zur stabilen Menge“ sein muss. 

Folgerung: 
      Einen „schnellen“ Algorithmus, der eine „grosse“ stabile 
      Menge findet, kann es nicht geben.

Wir stellen fest: 
      Alle Knoten mit Abstand k vom Rand sehen nach 
      k Runden die exakt gleiche Umgebung. 

      Jeder deterministische Algorithmus führt daher 
      zur exakt gleichen Entscheidung ... die „ich gehöre 
      nicht zur stabilen Menge“ sein muss.

Wir stellen fest: 
      Alle Knoten mit Abstand k vom Rand sehen nach 
      k Runden die exakt gleiche Umgebung.

Verteiltes Rechnen



1. Runde: 
      alle Knoten:   „lösche“ Dich mit Wahrscheinlichkeit p 
2. Runde: 
      alle noch vorhandenen Kanten:   „lösche“ einen Knoten zufällig

Verteiltes Rechnen



Swarm Computing



Wahrscheinlichkeitsraum



Ereignisse

Beispiel:     Betrachte Würfel

𝝮   =  {1,2,3,4,5,6}

A  :=   „Augenzahl ist gerade“ 
B  :=   „Augenzahl ist Primzahl“ 
C  :=   „Augenzahl ist durch 6 teilbar“

A = {2,4,6}
B = {2,3,5}
C = {6}

Pr[A] = 3/6
Pr[B] = 3/6
Pr[C] = 1/6

Pr[1] = Pr[2] = Pr[3] = Pr[4] = Pr[5] = Pr[6] = 1/6  



Wahrscheinlichkeitsraum



Vereinigung von Ereignissen

beliebig



Vereinigung von Ereignissen

n=3:
Pr[A ∪ B ∪ C]  
      =   Pr[A] + Pr[B] + Pr[C]  
               - Pr[A∩B] - Pr[A∩C] - Pr[B∩C] + Pr[A∩B∩C] 



Vereinigung von Ereignissen



Pr[A ∪ B ∪ C] 
      =   Pr[A] + Pr[B] + Pr[C] 
               - Pr[A∩B] - Pr[A∩C] - Pr[B∩C] + Pr[A∩B∩C] 
      =   3/6 + 3/6 + 1/6 - 1/6 - 1/6 - 0 + 0 = 5/6    

Vereinigung von Ereignissen

Beispiel:     Betrachte Würfel

𝝮   =  {1,2,3,4,5,6}

A  :=   „Augenzahl ist gerade“ 
B  :=   „Augenzahl ist Primzahl“ 
C  :=    „Augenzahl ist durch 6 teilbar“

A = {2,4,6}
B = {2,3,5}
C = {6}

Pr[A] = 3/6
Pr[B] = 3/6
Pr[C] = 1/6



Laplace-Raum

Laplace-Raum: endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, in dem alle               
                           Elementarereignisse gleich wahrscheinlich sind.

Beispiel: Mische und ziehe eine Karte: 

      𝛀 = C          und           Pr[𝞈]   =  1/|𝛀| = 1/52   für alle   𝞈 ∈ 𝛀

In einem Laplace-Raum gilt für jedes Ereignis E: 



zusammengesetzte W’räume

Szenario 1: Wir mischen ein Karten- 
spiel und ziehen zwei Karten. 

<latexit sha1_base64="jl4+uZY6Ns03wQq5p8VE9O+zlF4="></latexit>

⌦ := {X | X ✓ C, |X| = 2}
<latexit sha1_base64="e+q5PRzd8LbvkSQseznu6qQQmIM="></latexit>

⌦0 := {(x1, x2) | x1 2 C, x2 2 C, x2 6= x1}

alle 52 Karten  
sind gleich  

wahrscheinlich

Nach Ziehen von x1 sind alle 
51 verbleibenden Karten 

gleich wahrscheinlich.

⇒ Laplaceraum mit |    | = 52・51. 

Sind Ereignisse in Ω’, z.B.  
X= {🂱,🂨} 

ist das Ereignis {ω1,ω2} mit  
ω1= (🂨,🂱) und ω2= (🂱,🂨).

Jedes X aus    hat dieselbe Wahrscheinlichkeit                                 . 
<latexit sha1_base64="ZACgbEuRSbMo7ANzEOWt9ZkV7Pg=">AAACHXicbVDLSsNAFJ34rPUVdelmsBVdlSRYdaFQcOPOCvYBSSiT6aQdOnkwMxFKmh9x46+4caGICzfi3zhts6itBy4czrmXe+/xYkaFNIwfbWl5ZXVtvbBR3Nza3tnV9/abIko4Jg0csYi3PSQIoyFpSCoZacecoMBjpOUNbsZ+65FwQaPwQQ5j4gaoF1KfYiSV1NHPyk6d2233Gjo+Rzi1snTk3AWkh05GGZxRq5aDu5GEVTMrd/SSUTEmgIvEzEkJ5Kh39C+nG+EkIKHEDAlhm0Ys3RRxSTEjWdFJBIkRHqAesRUNUUCEm06+y+CxUrrQj7iqUMKJOjuRokCIYeCpzgDJvpj3xuJ/np1I/9JNaRgnkoR4ushPGJQRHEcFu5QTLNlQEYQ5VbdC3EcqD6kCLaoQzPmXF0nTqpjnFePeKtWu8jgK4BAcgVNgggtQA7egDhoAgyfwAt7Au/asvWof2ue0dUnLZw7AH2jfv++ToIs=</latexit>

Pr[X] = 2
|⌦0| =

2
52·51

<latexit sha1_base64="OXQw1Y+kZkAKCeQxvk9uRqUCR7g=">AAAB7XicbZC7SgNBFIbPeo3xFrUUZDAIVmHXQi0EAzZ2JmAukCxhdjKbjJmZXWZmhbCktLexUMTWV7D1Fex8Bn0IJ5dCE38Y+Pj/c5hzThBzpo3rfjpz8wuLS8uZlezq2vrGZm5ru6qjRBFaIRGPVD3AmnImacUww2k9VhSLgNNa0LsY5rVbqjSL5LXpx9QXuCNZyAg21qo2rwTt4FYu7xbckdAseBPIn79/3e29lb9LrdxHsx2RRFBpCMdaNzw3Nn6KlWGE00G2mWgaY9LDHdqwKLGg2k9H0w7QgXXaKIyUfdKgkfu7I8VC674IbKXApquns6H5X9ZITHjqp0zGiaGSjD8KE45MhIarozZTlBjet4CJYnZWRLpYYWLsgbL2CN70yrNQPSp4xwW37OaLZzBWBnZhHw7BgxMowiWUoAIEbuAeHuHJiZwH59l5GZfOOZOeHfgj5/UHb6eTeQ==</latexit>

⌦

<latexit sha1_base64="oqYbpKOp0CkzIY7MeyzN4klvxNw=">AAAB7nicbZDLSgMxFIYzXmu9VV0KEiyiqzLjQl0IFty4swV7gXYomfRMG5pkhiQjlKFLH8CNC0Xc+ghufQV3PoM+hOlloa0/BD7+/xxyzglizrRx3U9nbn5hcWk5s5JdXVvf2MxtbVd1lCgKFRrxSNUDooEzCRXDDId6rICIgEMt6F0O89otKM0ieWP6MfiCdCQLGSXGWrXmtYAOOWzl8m7BHQnPgjeB/MX7193eW/m71Mp9NNsRTQRIQznRuuG5sfFTogyjHAbZZqIhJrRHOtCwKIkA7aejcQf4wDptHEbKPmnwyP3dkRKhdV8EtlIQ09XT2dD8L2skJjzzUybjxICk44/ChGMT4eHuuM0UUMP7FghVzM6KaZcoQo29UNYewZteeRaqxwXvpOCW3XzxHI2VQbtoHx0hD52iIrpCJVRBFPXQPXpET07sPDjPzsu4dM6Z9OygP3JefwDR9pOq</latexit>

⌦0



zusammengesetzte W’räume

Szenario 2: Wir werfen zwei Würfel  
und addieren die Augenzahlen. 

alle 6 Augen-
zahlen gleich  

wahrscheinlich

Nach Werfen von x1 sind für 
x2 immer noch alle Augen-

zahlen gleich wahrscheinlich.

⇒ Laplaceraum mit |    | = 6・6. 

Sind Ereignisse in Ω’, z.B.  
X = 10  

ist das Ereignis {ω1,ω2,ω3} mit  
ω1= (6,4), ω2= (5,5), ω3= (4,6).

Verschiedene X aus    haben unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten, z.B.                                  <latexit sha1_base64="OXQw1Y+kZkAKCeQxvk9uRqUCR7g=">AAAB7XicbZC7SgNBFIbPeo3xFrUUZDAIVmHXQi0EAzZ2JmAukCxhdjKbjJmZXWZmhbCktLexUMTWV7D1Fex8Bn0IJ5dCE38Y+Pj/c5hzThBzpo3rfjpz8wuLS8uZlezq2vrGZm5ru6qjRBFaIRGPVD3AmnImacUww2k9VhSLgNNa0LsY5rVbqjSL5LXpx9QXuCNZyAg21qo2rwTt4FYu7xbckdAseBPIn79/3e29lb9LrdxHsx2RRFBpCMdaNzw3Nn6KlWGE00G2mWgaY9LDHdqwKLGg2k9H0w7QgXXaKIyUfdKgkfu7I8VC674IbKXApquns6H5X9ZITHjqp0zGiaGSjD8KE45MhIarozZTlBjet4CJYnZWRLpYYWLsgbL2CN70yrNQPSp4xwW37OaLZzBWBnZhHw7BgxMowiWUoAIEbuAeHuHJiZwH59l5GZfOOZOeHfgj5/UHb6eTeQ==</latexit>

⌦

<latexit sha1_base64="oqYbpKOp0CkzIY7MeyzN4klvxNw=">AAAB7nicbZDLSgMxFIYzXmu9VV0KEiyiqzLjQl0IFty4swV7gXYomfRMG5pkhiQjlKFLH8CNC0Xc+ghufQV3PoM+hOlloa0/BD7+/xxyzglizrRx3U9nbn5hcWk5s5JdXVvf2MxtbVd1lCgKFRrxSNUDooEzCRXDDId6rICIgEMt6F0O89otKM0ieWP6MfiCdCQLGSXGWrXmtYAOOWzl8m7BHQnPgjeB/MX7193eW/m71Mp9NNsRTQRIQznRuuG5sfFTogyjHAbZZqIhJrRHOtCwKIkA7aejcQf4wDptHEbKPmnwyP3dkRKhdV8EtlIQ09XT2dD8L2skJjzzUybjxICk44/ChGMT4eHuuM0UUMP7FghVzM6KaZcoQo29UNYewZteeRaqxwXvpOCW3XzxHI2VQbtoHx0hD52iIrpCJVRBFPXQPXpET07sPDjPzsu4dM6Z9OygP3JefwDR9pOq</latexit>

⌦0

<latexit sha1_base64="d9beVh3TqHrseC2K/ZbEfJybmg0=">AAACBnicbVDLSsNAFJ3UV62vqEsVBovQRShJFRVRKLhxZwX7gCaUyWTSDp08mJkIJXTlxl2/w40LRdyKn+DOD3Hv9LHQ1gMXDufcy733uDGjQprml5aZm19YXMou51ZW19Y39M2tmogSjkkVRyziDRcJwmhIqpJKRhoxJyhwGam73cuhX78jXNAovJW9mDgBaofUpxhJJbX0Pfs6IG0Ezy6gnZaMQ+PIsJkXSWFYJbvf0vNm0RwBzhJrQvLl3YFd+P4YVFr6p+1FOAlIKDFDQjQtM5ZOirikmJF+zk4EiRHuojZpKhqigAgnHb3RhwdK8aAfcVWhhCP190SKAiF6gas6AyQ7Ytobiv95zUT6p05KwziRJMTjRX7CoIzgMBPoUU6wZD1FEOZU3QpxB3GEpUoup0Kwpl+eJbVS0ToumjcqjXMwRhbsgH1QABY4AWVwBSqgCjC4B4/gGbxoD9qT9qq9jVsz2mRmG/yB9v4DlG6aVw==</latexit>

⌦ := {2, 3, 4, . . . , 12}
<latexit sha1_base64="cey79e7AbZ1Nj96F2xFJtGnUd3Q="></latexit>

⌦0 := {(x1, x2) | x1, x2 2 {1, 2, 3, 4, 5, 6}}

<latexit sha1_base64="FV9ocqnh6+qPdGY/MBJDadm4FJI="></latexit>

Pr[2] = 1
|⌦0| =

1
36 , Pr[7] = 6

|⌦0| =
6
36 , Pr[10] = 3

|⌦0| =
3
36 .



Beispiel: Kartenspiel

Szenario:     Wir mischen die Karten und geben  
                    Spieler A und B jeweils fünf Karten. 

⇒
|C|=52

}

Karten von 
Spieler A

Karten von 
Spieler B

|𝜴| = ?



Wdh:  Kombinatorik

Anzahl Möglichkeiten k Elemente aus einer 
n-elementigen Menge zu ziehen

Beispiel:    k=2 Elemente aus   S={1,2,3}  ziehen (n=3)



Wdh:  Kombinatorik

Anzahl Möglichkeiten k Elemente aus einer 
n-elementigen Menge zu ziehen

geordnet, mit Zurücklegen (Tupel)

n Möglichkeiten

n Möglichkeiten

n Möglichkeiten．．．

<latexit sha1_base64="wY5xRXlbTThZkJY7wkaLFT+XnSE=">AAACIXicbVC7TsMwFHV4lvIqdGSxqJCYqoQBylapCwNDkSggNVXlOLfFquNE9g2iivIrLPwKCwMIdUOMTIifwH0MvI5k36Nz7pV9T5BIYdB1X525+YXFpeXCSnF1bX1js7S1fWHiVHNo8VjG+ipgBqRQ0EKBEq4SDSwKJFwGg8bYv7wBbUSsznGYQCdifSV6gjO0UrdU81MVgg4045Apn4cx0lnxpb0NnWl5Nxv4CLeY0YjJPO+WKm7VnYD+Jd6MVOqn5ff84/iz2S2N/DDmaQQKuWTGtD03wU7GNAouIS/6qYGE8QHrQ9tSxSIwnWyyYU73rBLSXqztUUgn6veJjEXGDKPAdkYMr81vbyz+57VT7NU6mVBJiqD49KFeKinGdBwXDYUGjnJoCeNa2L9Sfs1sWmhDLdoQvN8r/yUXB1XvsOqe2TQaZIoC2SG7ZJ945IjUyQlpkhbh5I48kCfy7Nw7j86LM5q2zjmzmTL5AeftC83yqOs=</latexit>n · n · . . . · n| {z }
k mal

5 7 5 1 2



Wdh:  Kombinatorik

Anzahl Möglichkeiten k Elemente aus einer 
n-elementigen Menge zu ziehen

geordnet, ohne Zurücklegen (Tupel ohne Wiederholung)

n Möglichkeiten

n-1 Möglichkeiten

n-k+1 Möglichkeiten．．．

n-2 Möglichkeiten

<latexit sha1_base64="pRTM+9KVB/bY3flEOpboHHWqw4Q="></latexit>

nk := n · (n� 1) · (n� 2) · . . . · (n� k + 1)| {z }
k Faktoren

5 7 3 1 2



Wdh:  Kombinatorik

Anzahl Möglichkeiten k Elemente aus einer 
n-elementigen Menge zu ziehen

ungeordnet, ohne Zurücklegen (Menge)
5 7 3 1 2

Zähle erst geordnet, 
ohne Zurücklegen:

<latexit sha1_base64="1vA3n2tqN1wcfHMuZKGUaYFGb+0=">AAAB+3icbVC7SgNBFL0bXzG+1lgKMhgEq7BroekM2FgmYB6QxDA7O0mGzM4uM7NiWLb0N2wsFLEVUvkRdn6DP+HkUWjigQuHc+6dufd4EWdKO86XlVlZXVvfyG7mtrZ3dvfs/XxdhbEktEZCHsqmhxXlTNCaZprTZiQpDjxOG97wauI37qhULBQ3ehTRToD7gvUYwdpIXTsvbpN2LHwqJy8kwzRFXbvgFJ0p0DJx56Rw+TGufj8cjStd+7PthyQOqNCEY6VarhPpToKlZoTTNNeOFY0wGeI+bRkqcEBVJ5nunqITo/ioF0pTQqOp+nsiwYFSo8AznQHWA7XoTcT/vFase6VOwkQUayrI7KNezJEO0SQI5DNJieYjQzCRzOyKyABLTLSJK2dCcBdPXib1s6J7XnSqTqFcghmycAjHcAouXEAZrqECNSBwD4/wDC9Waj1Zr9bbrDVjzWcO4A+s9x9etZkL</latexit>

nk

Problem: Haben Lösungen mehrfach gezählt! z.B. {1,2,3,5,7} als 12357, 53217, 12537, 75312, … 

Wie oft? Jede ungeordnete Lösung genau             mal.
<latexit sha1_base64="CoBQ2t38yoZvTgggREIDcNkdpvs=">AAACEHicbVC7TsMwFHV4lvIqMLIYKgRTlYAELDwkFkaQKEVqS+U4t2DFcSL7BlFF+QQWfoWFAYQQGyMbf4ObMgDlSJaOzrkvHz+RwqDrfjojo2PjE5OlqfL0zOzcfGVh8dzEqeZQ57GM9YXPDEihoI4CJVwkGljkS2j44VHfb9yANiJWZ9hLoB2xKyW6gjO0Uqey3kK4xWJOpiHIs/Aya6UqAN2fmIV5TvdouJJ3KlW35hagw8T7JtWDt60CJ53KRyuIeRqBQi6ZMU3PTbCdMY2CS8jLrdRAwnjIrqBpqWIRmHZWHJLTNasEtBtr+xTSQv3ZkbHImF7k28qI4bX56/XF/7xmit3ddiZUkiIoPljUTSXFmPbToYHQwFH2LGFcC3sr5ddMM442w7INwfv75WFyvlnztmvuqVs93CcDlMgyWSUbxCM75JAckxNSJ5zckQfyRJ6de+fReXFeB6UjznfPEvkF5/0LM5KgHA==</latexit>

kk = k!
<latexit sha1_base64="N1g8lLL9KwGo4NMVz+TgN5F62AI="></latexit>✓
n

k

◆
:=

nk

k!
=

n · (n� 1) · (n� 2) · . . . · (n� k + 1)

k · (k � 1) · (k � 1) · . . . · 1 =
n!

k! · (n� k)!



Wdh:  Kombinatorik

Anzahl Möglichkeiten k Elemente aus einer 
n-elementigen Menge zu ziehen

ungeordnet, mit Zurücklegen (Multimenge)
1 1 | | |

Trick: 
1) Füge n-1 Zusatzplätze ein, sodass insgesamt n+k-1 Plätze zur Verfügung stehen. 
2) Wähle n-1 der Plätze aus und schreibe | auf diese Plätze.       → n Bereiche 
3) Fülle den ersten Bereich mit “1” aus, den zweiten mit “2”, usw.

Mit diesem Trick wird jede Möglichkeit exakt einmal gezählt!

4 | | 6 6 |

kein Platz 
für 2

kein Platz  
für 3

kein Platz  
für 5

kein Platz  
für 7

(Beispiel für k=5, n=7)
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Beispiel: Kartenspiel

Szenario:     Wir mischen die Karten und geben  
                    Spieler A und B jeweils fünf Karten. 
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Beispiel: Kartenspiel

Szenario:     Wir mischen die Karten und geben  
                    Spieler A und B jeweils fünf Karten. 
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Beispiel: Kartenspiel

Szenario:     Wir mischen die Karten und geben  
                    Spieler A und B jeweils fünf Karten. 

Beispiel für ein Ereignis: 

Prob[E] =
Anzahl Möglichkeiten in denen Spieler A vier Asse hat

Anzahl aller Möglichkeiten

=
48 ·

�47
5

�

|⌦|
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bedingte Wahrscheinlichkeit

Wir betrachten dieses Ereignis nun aus der Sicht von Spieler B: 

Jetzt hängt die Wahrscheinlichkeit, dass A vier Asse hat, von den Karten 
von B ab. D.h. Spieler B interessiert sich für: 

                   Pr[ „A hat vier Asse“   |    „Karten von B“ ] 

bedingte 
Wahrscheinlichkeit



bedingte Wahrscheinlichkeit

die W’keit, dass Ereignis A 
eintrifft, wenn wir schon wissen, 
dass Ereignis B eingetreten ist

so rechnen wir 
diese W’keit aus



Familie X hat zwei Kinder 𝝮 = {mm,mw,wm,ww}
1.Stelle:  Geschlecht des älteren Kindes, 
2.Stelle:  Geschlecht des jüngeren Kindes 
 

Pr[„beide Kinder sind Mädchen“]                                      = 1/4

Pr[„beide Kinder sind Mädchen“ | „ein Kind ist Mädchen“ ]           = 1/3

Pr[„beide Kinder sind Mädchen“ | „älteres Kind ist Mädchen“ ]       = 1/2            

Beispiel: Zwei-Kinder-Problem



Satz von der totalen W’keit
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Ziegenproblem

drei Türen: 
      hinter zweien eine Ziege, 
      hinter dritten ein Auto

Kandidatin 
- sucht sich eine Türe aus

Moderator 
- öffnet Tür zu einer Ziege



Ziegenproblem

drei Türen: 
      hinter zweien eine Ziege, 
      hinter dritten ein Auto

Kandidatin 
- sucht sich eine Türe aus

Moderator 
- öffnet Tür zu einer Ziege

Frage:    Soll Kandidatin die Türe wechseln? 



Ziegenproblem

A := „Kandidatin steht vor Tür mit Auto“

B := „Auto hinter dritter Tür“

Pr[A]   =   1/3



Ziegenproblem

A := „Kandidatin steht vor Tür mit Auto“

B := „Auto hinter dritter Tür“

Pr[A]   =   1/3

Pr[B | A]   =   1



Ziegenproblem

A := „Kandidatin wählt Tür mit Auto“

B := „Auto hinter dritter Tür“

Pr[A]   =   1/3

Pr[B | A]   =   1

Pr[B | A]   =   0



Ziegenproblem

A := „Kandidatin wählt Tür mit Auto“

B := „Auto hinter dritter Tür“

Pr[A]   =   1/3

Pr[B | A]   =   1

Pr[B | A]   =   0

   Pr[A]   = 1/3 
   Pr[B]    
        = Pr[B | A] Pr[A]   +  Pr[B | A] Pr[A] 
        = 1 ∙ 2/3    +   0 ∙ 1/3 
        = 2/3 



Multiplikationssatz

Beweis: Die rechte Seite ist:



Geburtstagsproblem

Umformulierung:

n Körbe (bins)

m Bälle  (balls)

zufällig
n = 365 
m = Anzahl Personen



Geburtstagsproblem

n Körbe (bins)

m Bälle  (balls)

zufällig

Ai  :=  i-ter Ball landet in einem Korb 
          in dem noch kein Ball liegt

Pr[A1] = 1

Pr[A2 | A1] = (n-1) / n

allgemein:

Pr[Ai | A1 ∩ … ∩ Ai-1] = (n-(i-1)) / n

Pr[A1 ∩ … ∩ Am]   = 1 · n� 1

n
· . . . · n� (m� 1)

n



Satz von Bayes

⟹   Der Satz von Bayes ermöglicht es das Ereignis auf 
          das wir bedingen und das dessen W’keit wir 
          berechnen wollen zu vertauschen.



Satz von Bayes

Klassisches Anwendungsbeispiel:   Test auf eine Krankheit …. 

        bekannt aus statistischen Untersuchungen:      
  
               Pr[„Test ist positiv“ | „Patient hat Krankheit X“]

  Pr[„Test ist positiv“ | „Patient hat Krankheit X nicht“]

was uns interessiert 

Pr[„habe Krankheit X“ | „Test ist positiv“]



Satz von Bayes

Beweis:

Zähler: Prob[Ai \ B] = Prob[B \ Ai] = Prob[B | Ai] · Prob[Ai]
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Nenner: Prob[B] = ... wende Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit an ...
<latexit sha1_base64="+vA0WbfHGYvmW5+cBPv8kzMt3F4="></latexit><latexit sha1_base64="ls3/q/2XVZsq8lMz6TDJsZi0hRw="></latexit><latexit sha1_base64="ls3/q/2XVZsq8lMz6TDJsZi0hRw="></latexit><latexit sha1_base64="qk5PqoJDGB7AJN6moStWT/3t5LM="></latexit>



Kapitel 2.3

Unabhängigkeit



Visuelle Kryptographie



Codierung

schwarzes Pixel

weisses Pixel

Bild 1 Bild 2

oder

oder

Bild 1+2



Visuelle Kryptographie

schwarzes Pixel

weisses Pixel

Bild 1 Bild 2 Bild 1+2



Visuelle Kryptographie

abhängig
unabhängig


