Algorithmen und
Wahrscheinlichkeit



Wahrscheinlichkeitsraum

Definition 2.1. Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist bestimmt
durch eine Ergebnismenge (O = {w;,w,,...} von Elementarereig-
nissen. Jedem Elementarereignis w; ist eine (Elementar-)Wahr-
schewnlichkeit Pr|w;] zugeordnet, wobei wir fordern, dass 0 < Pr{w;] <

1 und
Z Prlw] = 1.

we

Eine Menge E C ) heisst Ereignis. Die Wahrscheinlichkeit PrlE]
eines Ereignisses ist definiert durch

Pr[E] .= Z Prlw].

w€EE

Ist E ein Ereignis, so bezeichnen wir mit E:=Q\Edas K omplemen-
tarereignis zu E.



Vereinigung von Ereignissen

(Additionssatz) Wenn die Ereignisse A;,...,A, paarweise dis-
junkt sind (also wenn fiir alle Paare i # j gilt, dass A;NA; = 0),
so folgt

Pr U Ai- = i PI'[Ai].
- i=1

beliebig

/

Satz 2.4. (Boolesche Ungleichung) Fiir Ereignisse A, .. s A gilt

Pr [Lnj Ai] < i Pr(A;]l.
i=1 i=1



Vereinigung von Ereignissen

Satz 2.3. (Siebformel, Prinzip der Inklusion/Ezklusion)
Fiir Ereignisse A;,...,A, (n > 2) gilt:

7:|UA

Z Pr[A]— )  PrlA, NAy]l+—

1<u1<i2<n

+ (—1)‘+‘ Y PrA;n...nAJ+-—...

I<{yi<..<ii<n

+ (=)™ . Pr[A;N...NA,L

n=3:
Pr[A u B u C]
= Pr[A] + Pr[B] + Pr[C]
- PrfAnB] - Pr[AnC] - Pr[BnC] + Pr[AnBnC]




Laplace-Raum

C=1{% MV, x1{2,3,...,9,10,B,D,K, A}

Laplace-Raum: endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, in dem alle
Elementarereignisse gleich wahrscheinlich sind.

Beispiel: Mische und ziehe eine Karte:

Q=C und Prlw] = 1/1Ql =1/52 furalle we Q

_ |E

In einem Laplace-Raum qilt fur jedes Ereignis E: Pr[E] = Q



Wdh: Kombinatorik

Anzahl Moglichkeiten k Elemente aus einer
n-elementigen Menge zu ziehen

geordnet | ungeordnet

mit Zuriicklegen nk (")
ohne Zuriicklegen nk (%)

Beispiel: k=2 Elemente aus S={1,2,3} ziehen (n=3)

geordnet ungeordnet
(1,1),(1,2),(1,3) | {1,1},{1,2},{1,3}
mit Zuriicklegen (2,1),(2,2),(2,3) | {2,2},{2,3}, {3,3}
(3,1),(3,2),(3,3)
e Zurickleoen || (1:2) (1.3), (2. 1) | {12}, {13}, {2.3}
ohne Zurticklege (2.3) (3.1), (3.2)




Beispiel: Kartenspiel

Szenario:  Wir mischen die Karten und geben
Spieler A und B jeweils funf Karten.

= QO = {X,\V)IX,YCC,XNnY=0, X =[Y]=5
wobei C = (&, &, 9, ) x {2,3,...,9,10,B,D,K,A}}.  ICI=52

52° . 52°
(o) - (5)

52!
5!.51-42!

(552) ' (457)

2] =

CLL X



Beispiel: Kartenspiel

Szenario:  Wir mischen die Karten und geben
Spieler A und B jeweils funf Karten.

Q = {(X,Y)[X,YCC,XNY =0, [X]=][Y]=35,
wobei C = {&, #, O, &1 x {2,3,...,9,10,B, D, K, A} L.

Beispiel fur ein Ereignis: E := ,Spieler A hat vier Asse“

Anzahl Moglichkeiten in denen Spieler A vier Asse hat

Prob[E]

Anzahl aller Moglichkeiten

48 - (457)
(2]




bedingte Wahrscheinlichkeit

Wir betrachten dieses Ereignis nun aus der Sicht von Spieler B:

Jetzt hangt die Wahrscheinlichkeit, dass A vier Asse hat, von den Karten
von B ab. D.h. Spieler B interessiert sich far:

Pr[ ,A hat vier Asse” | ,Karten von B" |

bedingte
Wahrscheinlichkeit



bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition 2.7. A und B seien Ereignisse mit Pr[B] > 0. Die bedingte
Wahrscheinlichkeit Pr[A|B] von A gegeben B ist definiert durch

Pr[A N B]

Pr[A|B] := DrB]

eintrifft, wenn wir schon wissen, diese Wkeit aus
dass Ereignis B eingetreten ist



Beispiel: Zwei-Kinder-Problem

Familie X hat zwei Kinder Q = {mm,mw,wm,ww}

‘ ® 0 1.5telle: Geschlecht des é&lteren Kindes,
‘ ' ’ 2.Stelle: Geschlecht des jungeren Kindes

Pr[,,beide Kinder sind Médchen“] =1/4

Pr[,,beide Kinder sind Madchen® | ,ein Kind ist Médchen“] =1/3

Pr] beide Kinder sind Madchen® | ,alteres Kind ist Madchen® ] =1/2



Satz von der totalen W’keit

Satz (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit) Die Ereignisse
Ai,...,A, seien paarweise disjunkt und es gelte B C A; U...UA,.
Dann folgt

Pr[B] = ) Pr[BJA - Pr[A.
(S
= PI‘[BﬂAz]




Ziegenproblem

drei Turen:
hinter zweien eine Ziege,
hinter dritten ein Auto

Kandidatin
- sucht sich eine Ture aus

Moderator
- Offnet Tar zu einer Ziege

\g;



Ziegenproblem

drei Turen:
hinter zweien eine Ziege,
hinter dritten ein Auto

Kandidatin
- sucht sich eine Ture aus

Moderator
- Offnet Tar zu einer Ziege

Frage: Soll Kandidatin die Ture wechseln?



Ziegenproblem

Kandidatin steht vor Tur mit Auto”

>
!

B := Auto hinter dritter Tur”




Ziegenproblem

= Kandidatin steht vor Tur mit Auto”

>
1l

B := Auto hinter dritter Tur”




Ziegenproblem

A = Kandidatin wahlt Tur mit Auto®

B := Auto hinter dritter Tur”

ge

w

>
1

T
W
>
1
O



Ziegenproblem

A = Kandidatin wahlt Tur mit Auto®

B := Auto hinter dritter Tur”

PrIA] = 1/3
PrlA] = 1/3 Pr[B]
_ = Pr[B | A] Pr[A] + Pr[B|A] Pr[A]
PriB|A] = 1 =1-2/3 + 0-1/3
PIB|A] = O -




Multiplikationssatz

Satz 2.10. (Multiplikationssatz) Seien die Ereignisse Aj,..., A, ge-
geben. Falls Pr[A; N ---NA,] > 0 ist, gilt

PrlA;N---NA,] =
Pr[A;] - Pr[Ay|Aq] - PrlAz3|A1 N A, - - PrlA AN --- N A1].

Beweis: Die rechte Seite ist:

PI'[A]] PI'[A] M Az] PI’[A] NA; N A3] . . PI'[A.] Moo A.n_]
1 Pr(A,4] Pr(A; N A,] o Pr[A;N...N A 1]




Geburtstagsproblem

Umformulierung:

zufallig

n = 365
m = Anzahl Personen

n Koérbe (bins)



Ai = I-ter Ball landet in einem Korb
INn dem noch kein Ball liegt

Pr[A{] = 1

PriAz1 A{] = (n-1) / n

allgemein:

PrAl A1 n ... n A = (n-(i-1)) / n

Pr[Ain...nAm] = 1.

T ——

Geburtstagsproblem

n Korbe (bins)

..n—(m—l)




Satz von Bayes

Satz (Satz von Bayes) Die Ereignisse A, ..., A, seien paarwei-
se disjunkt. Ferner sei B C A; U...U A, ein Ereignis mit Pr[B] > 0.
Dann gilt fiir ein beliebigesi=1,...,n

|PriAnBl | PriBIAJ - briAd
Pr[B] 5% BTAT] - PrlA;]

j=1

= Der Satz von Bayes ermdglicht es das Ereignis auf

das wir bedingen und das dessen W'keit wir
berechnen wollen zu vertauschen.



Satz von Bayes

Satz (Satz von Bayes) Die Ereignisse A, ..., A, seien paarwei-
se disjunkt. Ferner sei B C A; U...U A, ein Ereignis mit Pr[B] > 0.
Dann gilt fiir ein beliebigesi=1,...,n

Pr[A;NB]  Pr[B|Aj - Pr[Aj]
Pr(B] ) I, Pr[B|A;j] - PrlAj]

Pr[A;[B] =

Klassisches Anwendungsbeispiel: Test auf eine Krankheit ....
bekannt aus statistischen Untersuchungen:

Pr[, Test ist positiv* | ,Patient hat Krankheit X“]
Pr[,Test ist positiv* | Patient hat Krankheit X nicht]

was uns interessiert

Pr[,habe Krankheit X“ | ,Test ist positiv]




Satz von Bayes

Satz (Satz von Bayes) Die Ereignisse A, ..., A, seien paarwei-
se disjunkt. Ferner sei B C A; U...U A, ein Ereignis mit Pr[B] > 0.
Dann gilt fiir ein beliebigesi=1,...,n

Pr[A;nB]  Pr[B|A{ - Pr[Aj]
Pr[B] ) i, Pr[B|Aj]- Pr[Aj]°

Pr[A;[B] =

Beweis:

Zahler: Prob[A; N B] = Prob[B N Aj] = Prob[B | Ai] - Prob[A]

Nenner: Prob[B] = ... wende Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit an ...



Kapitel 2.3

Unabhangigkeit



Visuelle Kryptographie




Codierung

Bild 1 Bild 2 Bild 1+2

schwarzes Pixel

weisses Pixel

_
_
"n
"

““ " 2 s




Visuelle Kryptographie

Bild 1 Bild 2 Bild 1+2

schwarzes Pixel

H ix

ix

o
weisses Pixel

- 'm “n

\{;;'/



Visuelle Kryptographie

L unabhangig
abhangig §

N
s




Unabhangigkeit

Intuitiv

Ereignisse A und B sind unabhangig  gdw
Eintritt von B beeinflusst nicht, ob A eintritt

Pr{AnB] |
= Pr[AlIB] = Pr[A]
Pr|B]
Definition Die Ereignisse A und B heissen unabhangig, wenn gilt

Pr[A N B] = Pr[A] - Pr[B].



Unabhangigkeit - Beispiele

Definition Die Ereignisse A und B heissen unabhangig, wenn gilt

Pr[A N B] = Pr[A] - Pr[B].




Unabhangigkeit - Beispiele

Zufallszahlengenerator (programmiersprachen)

f: {0,1}m = {0,1}m x {0,1}n
Si-1 - (Si, ai)

Si: Interne Zustande
ai. Zufallszahlen —  wir ,nehmen an”, dass die a; unabhangig sind




Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Frage:

Wann sollen wir Ereignisse A, B und C als unabhangig bezeichnen?

Intuitiv:

Wenn wir durch A und/oder B nichts Uber C lernen, usw.

... wie machen wir das formal?



Unabhangigkeit - mehrere Ereignisse

Beispiel:  wir ziehen zuféllig und gleichverteilt eine Zahl aus {1,2,...,8}

A = ,dieZahlistin{1,2,3,4}"
B := ,dieZahlistin{1,5,6,7}"
C = B

Dann gilt

Pr(A] -Pr[B] -Pr{C] = (1/2)3 = 1/8 = Pr[AnBnC]

Aber: die drei Ereignisse sind nicht unabhangig



Unabhangigkeit - mehrere Ereignisse

Beispiel:  wir werten zwei MUnzen und setzen

A = erste Mlnze zeigt Kopft”
B = ,zweite MUnze zeigt Kopt*®
C := ,Resultate beider Munzen sind verschieden®

==> Je zwel der Ereignisse sind unabhangig,
die drel zusammen jedoch nicht



Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Frage:

Wann sollen wir Ereignisse A, B und C als
unabhangig bezeichnen?

Wenn

Pr[AnBnC] =  Pr[A]: Pr[B]: Pr[C]

und

A und B sind unabhangig, (@'soPriAnBl=PrlAIPriB])
& A und C sind unabhangig, (@isoPrianc]=PrA] PriC])
& B und C sind unabhangig (aisopriBnc] = PriB] PriC] )



Unabhangigkeit - viele Ereignisse

Definition Die Ereignisse Aq,..., A, heissen unabhangig, wenn
fiir alle Teilmengen I C {1,...,n} mit I ={i;,..., 1} gilt, dass

].:)I'[/Ai1 AREERR Aik] — PI'[Ah] shes PI'[Aik]. (22)

Eine unendliche Familie von Ereignissen A; mit 1 € N heisst unab-
hangig, wenn (2.2) fiir jede endliche Teilmenge I C N erfiillt ist.

Offensichtlich erfdllt, wenn die Ereignisse ,physikalisch’ unabhangig
sind (zB wenn jedes Ai einem unabhangigem Munzwurf entspricht)

Dies ist aber nicht unbedingt ertorderlich (zB Zutallszahlengenerator).




Unabhangigkeit - viele Ereignisse

Definition Die Ereignisse Aq,..., A, heissen unabhangig, wenn
fiir alle Teilmengen I C {1,...,n} mit [ ={i,,..., 1} gilt, dass

PI'[Ai] AREENA Aik] = PI[Ai]] 0o PI'[Aik]. (22)

Eine unendliche Familie von Ereignissen A; mit 1 € N heisst unab-
hangig, wenn (2.2) fiir jede endliche Teilmenge I C N erfiillt ist.

Lemma Die Ereignisse A;,...,A, sind genau dann unabhangig,
wenn fir alle (s7,...,s,) € {0, 1}" gilt, dass

Pr[A;' N--- N A =Pr[A7'] . - Pr[AS"], (2.3)

wobei A = A; und A! = A;.



Unabhangigkeit - viele Ereignisse

Lemma Seien A, B und C unabhangige Ereignisse. Dann sind

auch AN B und C bzw. A U B und C unabhangig.

Beweis:

Pr[ (AnB) n C]

Prf An B n C]
Pr[ A ] Pr[B] Pr[C]
Pr[ A n B] Pr[C]

Beweis fur Vereinigung &hnlich, verwende die Siebformel, siehe Skript.



Zufallige Folgen

Zwei Folgen von K und Z der Lange 200,

- eine Folge entspricht dem Ergebnis von 200 Munzwurfen

- eine ist von mir erzeugt.

Welche Folge ist die zufallige?

N N N N M
N N N M N
&G MM NN
N M M NN
N X M M N
N NN NN
N N N MM
N N M NN
NN N N M
N M N M N
N N M NN
N M N NN
N N M NN
N N M NN
M N NN M
N M N NN
N NN NN
M NN NN
& N M NN
N N N M M
N N N M N
N N M N M
N M N NN
N NN NN
M N M N M
N N M NN
N M N XM M
N N X M N
N M N NN
N N M NN
N N N M M
2NN M
N M NN M
& NN MM N
M NN NN
N NN NN
M N M NN
N M N M N
N M M NN
N M M N XM

= 0.459854

Verhaltnis Kopf : Zahl

= 1.06186

Verhaltnis Kopf : Zahl



Zufallige Folgen

Zwei Folgen von K und Z der Lange 200,

- eine Folge entspricht dem Ergebnis von 200 Munzwurfen

- eine ist von mir erzeugt.

Welche Folge ist die zufallige?

N N M MDN
N M N MM
N N M MM
MNNMN
M NNNN
N MNNDN
MNNMN
o MM N M
N X M M N
M NN M
N N N MM
NN MNN
N NN MN
o M NN M
N M N MM
MNNMN
NMNNN
NNNNN
M N NN M
N M N MM
M NN MM
N N M N M
N M NN M
N N M MM
& MM NN
M N MNN
MM NMN
N N M MN
N M N MM
& N MMM
MMNNN
N N M N M
& MM N M
MM N NMDN
o N MMM
N NN MN
oMM NN
N M N MDN
N M MN
N X M MM

= 0. 980198

Verhaltnis Kopf : Zahl

NMNNDN
&M MMM
N M M N M
NNNNMN
MNNNDN
N M M NN
MM NN M
N M N MM
NMNNN
& N MMM
MM NMN
NN NNM
N MNN
N M M MM
M N M MN
MM NN M
N N M MDN
NN MNN
MM NN M
o N MMM
N M NN M
N X M MM
MM NNDN
N M N MM
MM NMN
N N M N M
MM N MDN
NN MNN
M NN MM
NN NMNDN
MNNMN
NN NN M
N M DN M
& MM MM
NNNNDN
N MMM
NNNNN
N M M N M
N N M MM
& MMM

= 1.00000

Verhaltnis Kopf : Zahl



Wie ,,erkennt* man Zufall?

Eigenschaften einer zufallige Folge:

Wir erwarten

-- Kopf und Zahl treten ungefahr gleich haufig auf, also
Anzahl Kopf dividiert durch Anzahl Zahl = 1

-- W'keit das zwei aufeinanderfolgende Buchstaben gleich sind ist 50%, also
Anzahl Anderungen = Lange der Folge / 2



Zufallige Folgen

Zwei Folgen von K und Z der Lange 200,

- eine Folge entspricht dem Ergebnis von 200 Munzwurfen

- eine ist von mir erzeugt.

Welche Folge ist die zufallige?

# Anderungen = 112

= 0. 980198

Verhaltnis Kopf : Zahl

NMNNDN
&M MMM
N M M N M
NNNNMN
MNNNDN
N M M NN
MM NN M
N M N MM
NMNNN
& N MMM
MM NMN
NN NNM
N MNN
N M M MM
M N M MN
MM NN M
N N M MDN
NN MNN
MM NN M
o N MMM
N M NN M
N X M MM
MM NNDN
N M N MM
MM NMN
N N M N M
MM N MDN
NN MNN
M NN MM
NN NMNDN
MNNMN
NN NN M
N M DN M
& MM MM
NNNNDN
N MMM
NNNNN
N M M N M
N N M MM
& MMM

# Anderungen

133

= 1.00000

Verhaltnis Kopf : Zahl



