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Notationen

N die natiirlichen Zahlen: N ={1,2,3,...}

No die natiirlichen Zahlen und die Null: Ny ={0,1,2,3,...}
] die natiirlichen Zahlen von 1 bis n: [n] ={1,2,...,n}

7 die ganzen Zahlen: Z ={...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...}
R die reellen Zahlen

R+ die positiven reellen Zahlen

R>o  die nicht-negativen reellen Zahlen

In bezeichnet den natiirlichen Logarithmus zur Basis e = 2.71828...
log bezeichnet den Logarithmus zur Basis 2

|A|  bezeichnet die Kardinalitdt (Anzahl Elemente) einer Menge A

A x B das kartesische Produkt der Mengen A und B:
A xB={(a,b)]ae A,be B}

27 die Potenzmenge von A: 2A ={X| X C A}
die Menge der k-elementigen Teilmengen von A:
(3) =(XIXCA,IXI =K}

G = (V,E) ein (ungerichteter) Graph mit Knotenmenge V und
Kantenmenge E C (\2/)

D = (V,A) ein gerichteter Graph mit Knotenmenge V und
Kantenmenge A CV x V

...=min der Ausdruck auf der linken Seite soll minimiert werden



Kapitel 1

Graphentheorie

In der Vorlesung Algorithmen und Datenstrukturen des vergangenen Se-
mesters haben wir bereits einige Graphalgorithmen kennen gelernt. In die-
sem Kapitel fassen diese nochmals zusammen und fiigen einige weitere hin-
zu. Zunachst wiederholen wir die Sprache der Graphentheorie, die es uns
oft erlaubt, komplizierte Zusammenhange elegant auszudriicken.

1.1 Grundbegriffe & Notationen

Ein Graph G ist ein Tupel (V, E), wobei V eine endliche, nichtleere Menge
von Knoten (engl. vertices) ist. Die Menge E ist eine Teilmenge der zwei-
elementigen Teilmengen von V, also E C (‘;) ={xy} | x,y € V,x # y}.
Die Elemente der Menge E bezeichnet man als Kanten (engl. edges).

Einen Graphen kann man anschaulich sehr schon darstellen indem man
jeden Knoten des Graphen durch einen Punkt (oder Kreis) reprisentiert
und diese genau dann durch eine Linie verbindet, wenn im Graphen die
entsprechenden Knoten durch eine Kante verbunden sind. Abbildung 1.1
illustriert dies an einigen Beispielen.

Abbildung 1.1: Zwei Beispiele fiir Graphen.
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Wenn wir vor allem auf die Struktur des Graphen, aber nicht so sehr
auf die Bezeichnung der Knoten eingehen wollen, so lassen wir zuweilen
der Ubersichtlichkeit halber die Bezeichnung der Knoten weg. Abbildung
1.2 zeigt einige Beispiele hierfiir: ein vollstdndiger Graph (engl. complete
graph) K, besteht aus n Knoten, die alle paarweise miteinander verbun-
den sind. Ein Kreis (engl. cycle) C, besteht aus n Knoten, die zyklisch
miteinander verbunden sind. Ein Pfad (engl. path) P, entsteht aus einem
Kreis auf n Knoten, in dem wir eine beliebige Kante weglassen. Der d-
dimensionale Hyperwiirfel Qq hat die Knotenmenge {0, 1}¢, also die Menge
aller Sequenzen von d Nullen und Einsen, wobei zwei Knoten (aj,...,aq)
und (by,...,b,) genau dann durch eine Kante verbunden werden, wenn
es eine und nur eine Koordinate i gibt, fiir die a; # b; gilt. Man iiber-
priift leicht, dass Qs das ,Skelett* eines herkémmlichen (3-dimensionalen)
Wrirfels ist.

K

Cy

B =

Abbildung 1.2: Der vollstandige Graph K¢, der Kreis C; und der Pfad Ps.

Ein Graph heisst bipartit (engl. bipartite), wenn sich die Knotenmen-
ge in zwei disjunkte Mengen A und B zerlegen ldsst (wir verwenden die
Notation V = A @ B dafiir), sodass Kanten von G nur zwischen A und B
verlaufen. Jede Kante e € E muss also einen Endpunkt in A und einen
Endpunkt in B haben. Zum Beispiel sind Hyperwiirfel und Pfade bipartit,
und Kreise sind genau dann bipartit, wenn sie gerade Lange haben.

Zuweilen betrachtet man auch eine etwas allgemeinere Form von Gra-
phen und erlaubt sogenannte Schlingen (engl. loops), d.h. Kanten, die
einen Knoten mit sich selbst verbinden. Ausserdem konnen Graphen mit
Mehrfachkanten (engl. multiple edges) betrachtet werden, bei denen ein
Knotenpaar durch mehr als eine Kante verbunden sein kann. Graphen, in
denen auch Schleifen und Mehrfachkanten vorkommen konnen, nennt man
auch Multigraphen. Wir werden solche in dieser Vorlesung jedoch, von we-
nigen Ausnahmen abgesehen, auf die wir dann besonders hinweisen, nicht
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betrachten. Wenn wir daher von einem Graphen G = (V, E) sprechen mei-
nen wir immer einen Graphen ohne Schleifen und ohne Multikanten.

Fiir einen Knoten v € V eines Graphen G = (V,E) definieren wir die
Nachbarschaft (engl. netghbourhood) Ng(v) eines Knotens v € V durch

Ng(v) :={u e V|{v,u} € E}.

Der Grad (engl. degree) von v bezeichnet die Grofe der Nachbarschaft

(13

von v, also deg;(v) := [Ng(v)|. Die Schreibweisen ,,Ng(v) := ... und
ndegg(v) == ... verdeutlichen, dass wir die Nachbarschaft oder den Grad
des Knotens im Graphen G meinen. Wenn sich der Graph aus dem Zusam-
menhang eindeutig ergibt, lassen wir den Index meist weg und schreiben
einfach deg(v) fiir den Grad von v bzw. N(v) fiir die Nachbarschaft von v.

Ein Graph G heisst k-reguldr (engl. k-regular), falls fiir alle Knoten
v € V gilt, dass deg(v) = k.

Beispiel 1.1. Der vollstdndige Graph K,, ist (n — 1)-reguldr, die Kreise C, sind jeweils
2-regulédr, und der Hyperwiirfel Qq ist d-regular.

Zwei Knoten u und v heissen adjazent (engl. adjacent), wenn sie durch
eine Kante verbunden sind. Die Knoten u und v nennt man dann auch
die Endknoten der Kante {u,v}. Ein Knoten u und eine Kante e heissen
wnzident (engl. incident), wenn u einer der Endknoten von e ist.

Der folgende Satz stellt eine einfache, aber wichtige Beziehung zwischen
den Knotengraden und der Gesamtanzahl der Kanten eines Graphen auf.

Satz 1.2. Fiir jeden Graphen G = (V,E) gilt } ., deg(v) = 2|E|.

Beweis. Wir verwenden die Regel des doppelten Abzahlens. Auf der linken
Seite wird jede Kante {u,v} genau zweimal gezdhlt: einmal, wenn deg(wu)
betrachtet wird und zum zweiten Mal, wenn deg(v) betrachtet wird. Auf
der rechten Seite wird jede Kante ebenfalls genau zweimal gezahlt. [

In k-reguldren Graphen gilt deg(v) = k fiir alle Knoten v und daher
2|E| = |V|k. Insbesondere kann es einen k-reguldren Graphen auf n Knoten
iiberhaupt nur dann geben, wenn das Produkt nk gerade ist. Allgemeiner
lasst sich mit Hilfe des gerade bewiesenen Satzes leicht zeigen, dass in
jedem beliebigen (auch nicht-reguldren) Graphen die Anzahl der Knoten
mit ungeradem Grad gerade sein muss.
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Korollar 1.3. Fiir jeden Graphen G = (V, E) gilt: Die Anzahl der Kno-
ten mit ungeradem Grad ist gerade.

Beweis. Wir teilen die Knotenmenge V in zwei Teile, die Menge V, der
Knoten mit geradem Grad und die Menge V,, der Knoten mit ungeradem
Grad. Die Summe von beliebig vielen geraden Zahlen ist immer gerade. Die
Summe von k ungeraden Zahlen ist hingegen genau dann gerade, wenn k
gerade ist. Also ist

Z deg(v) = Z deg(v) + Z deg(v)

vev vEVyg vEVu

genau dann gerade, wenn |V, | dies ist. Nach Satz 1.2 muss obige Summe
aber gerade sein, denn 2|E| ist ja immer gerade. Also ist |V,,| gerade. O

In der Formel aus Satz 1.2 werden auf der linken Seite alle Knotengrade
aufsummiert. Teilen wir daher beide Seiten durch die Anzahl [V| aller Kno-
ten, so erhalten wir links den durchschnittlichen Knotengrad und rechts
2|E|/|V|. Da es bei der Durchschnittsbildung immer Werte gibt die hoch-
stens so gross wie der Durchschnitt sind und solche die mindestens so gross
sind, erhalten wir aus Satz 1.2 sofort auch die folgende Konsequenz.

Korollar 1.4. In jedem Graph G = (V, E) ist der durchschnittliche Kno-
tengrad gleich 2|E|/|V/|. Insbesondere gibt es daher Knoten x,y € V
mit deg(x) < 2[E[/|V| und deg(y) > 2[E|/|VI. O

Teilgraphen. Ein Graph H = (Vy, Ey) heisst (schwacher) Teilgraph eines
Graphen G = (Vg, Eg), falls

Vi C Vs und Ey CEg

gilt. Ist H ein Teilgraph von G, so schreiben wir auch H C G. Gilt sogar
Ey =EgN (VZH>, so nennen wir H einen induzierten Teilgraphen von G und
schreiben H = G[Vy]. Abbildung 1.3 illustriert dies an einigen Beispielen.
Einen Teilgraphen eines Graphen erhalt man also, indem man aus dem ur-
spriinglichen Graphen beliebig Kanten und/oder Knoten (und alle inziden-
ten Kanten) entfernt. Um einen induzierten Teilgraphen zu erhalten, muss
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man etwas mehr aufpassen. Hier wird verlangt, dass je zwei Knoten, die
im urspriinglichen Graphen verbunden waren und die beide im Teilgraph
vorhanden sind, auch im induzierten Teilgraphen miteinander verbunden
sind. Um einen induzierten Teilgraphen zu erhalten, darf man somit nur
Knoten (und die mit ihnen verbundenen Kanten) aus dem urspriinglichen
Graphen entfernen, man darf jedoch nicht eine Kante zwischen Knoten
entfernen und beide Knoten im Graphen belassen.

Ist G = (V,E) ein Graph und v ein Knoten von G, so bezeichnen wir
mit G —v := G[V \ {v}] den Teilgraphen, den wir erhalten indem wir v und
alle zu v inzidenten Kanten loschen.

D C D C C
H G H el G
E
E F E F
A
A B A B
Vy={E, F.G, H} Vi = {A, B,C, D} Vi ={A,E.G.C}
Graphen G GV = Ko GV = C GV = Py

Abbildung 1.3: Der Graph G (links) und einige induzierte Teilgraphen des
Graphen G (rechts).

1.1.1 Zusammenhang und Baume

Eine Sequenz von Knoten (vi,...,Vv) heisst Weg (engl. walk), wenn fiir
jedes i € {1,...,k—1} eine Kante von v; nach v;,; existiert. Fiir eine Kante
e und einen Weg W = (vy,...,v) schreiben wir e € W wenn es ein i

gibt, so dass e = {v;,vi;1} gilt. Die Lange eines Weges ist die Anzahl der
Schritte, also in diesem Fall k — 1. Die Knoten v; und v, nennt man auch
den Start- bzw. Endknoten des Weges; einen Weg mit Startknoten s und
Endknoten t nennen wir auch kurz einen s-t-Weg. Zuweilen, wenn es auf die
Richtung nicht ankommt, bezeichnen wir auch beide Knoten als Endknoten
des Weges. Ein Pfad von s nach t (oder auch kurz s-t-Pfad, engl. s-t-path)
s-t-Weg, der keinen Knoten mehrfach benutzt. Ein Weg (vy,...,Vvy) mit
vi = v heisst Zyklus (oder auch: geschlossener Weg, engl. closed walk).
Ein Zyklus ist also ein Weg in dem Start- und Endknoten iibereinstimmen.
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Ein Zyklus (vy,...,v) heisst Kreis (engl. cycle), wenn er Lange mindestens
3 hat und die Knoten vy,..., v ; alle paarweise verschieden sind.

Es zeigt sich leicht, dass zwei Knoten s und t genau dann durch einen
Pfad verbunden sind, wenn sie durch einen Weg verbunden sind; in der Tat
ist ndmlich ein kirzester s-t-Weg (wenn denn einer existisiert) stets auch
ein s-t-Pfad.

Wir nennen einen Graphen G = (V, E) zusammenhdngend (engl. connec-
ted) falls es fiir je zwei Knoten s,t € V einen s-t-Pfad in G gibt. Einen
zusammenhangenden Teilgraphen C C G der beziiglich dieser Eigenschaft
maximal ist! nennt man eine Zusammenhangskomponente. Die Knoten-
mengen der verschiedenen Zusammenhangskomponenten von G sind genau
die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation

R:={(s,t) € V*| G enthilt einen s-t-Pfad}.

von G; insbesondere bilden sie eine Partition der Knotenmenge V.

Ein Graph der keinen Kreis enthalt, heisst kreisfrei. Ist ein Graph
G = (V, E) zusammenhéngend und kreisfrei, so nennt man ihn Baum (engl.
tree). Aber Achtung: diese Definition heisst nicht, dass er auch wie ein
Baum aussieht. Zum Beispiel sind alle in Abbildung 1.4 dargestellten Gra-
phen Baume.

Abbildung 1.4: Einige Beispiele fiir Baume.

Im vergangenen Semester haben Sie bereits Suchbaume als eine wich-
tige Datenstruktur fiir eine effiziente Organisation von Daten kennen ge-
lernt. Suchbaume tragen das Wort ‘Baum’ im Namen und sie erfiillen beide
Kriterien der obigen Definition: sie sind zusammenhangend und kreisfrei.
Dartiiber hinaus haben sie aber noch eine weitere wichtige Eigenschaft: sie

!D.h. jeder Teilgraph H # C mit C C H C G ist nicht zusammenhéingend.
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besitzen eine Wurzel an der der Suchbaum quasi ‘aufgehangt’ ist. In der
Sprache der Graphentheorie nennt man einen Suchbaum daher auch einen
gewurzelten Baum (engl. rooted tree). In dieser Vorlesung folgen wir der
in der Wissenschaft iiblichen Sprechweise: in der Graphentheorie ist ein
Baum nicht gewurzelt.

Fir Baume gilt die schone und wichtige Eigenschaft, dass es fiir beliebige
Knoten x,y € V genau einen x-y-Pfad gibt. Dass es mindestens einen
solchen Pfad gibt folgt aus der Tatsache, dass ein Baum zusammenhangend
ist, dass es nur hochstens einen solchen Pfad gibt folgt aus der Tatsache,
dass ein Baum kreisfrei ist. Ist T = (V, E) ein Baum und v € V ein Knoten
mit Grad deg(v) = 1, so heisst v ein Blatt (engl. leaf).

Lemma 1.5. Ist T = (V,E) ein Baum mit |V| > 2 Knoten, so gilt:
a) T enthdlt mindestens zwei Blatter,
b) ist v € V ein Blatt, so ist der Graph T — v ebenfalls ein Baum.

Beweis. Wir zeigen zunéchst Eigenschaft a). Wahle eine beliebige Kante
e € E und laufe von den beiden Knoten der Kante aus durch den Graphen
,bis es nicht weiter geht. Da T ein Baum und daher kreisfrei ist, kann
man beim Weiterlaufen nie auf einen Knoten stossen, der schon in dem
Pfad enthalten ist (denn sonst hatten wir einen Kreis gefunden) und somit
miissen beide Richtungen in je einem Blatt enden.

Fiir die Eigenschaft b) iiberlegen wir uns Folgendes: T' := T — v ist
sicherlich kreisfrei, da T kreisfrei war, und durch die Wegnahme von Knoten
und Kanten keine Kreise entstehen konnen. Um einzusehen, dass T’ auch
zusammenhangend ist, betrachten wir zwei beliebige Knoten x,y € V \ {v}
und zeigen, dass x und y in T’ durch einen Pfad verbunden sind. Da T ein
Baum ist, ist T sicherlich zusammenhangend. In T gibt es also einen Pfad
P, der x und y verbindet. Da in einem Pfad alle inneren Knoten Grad zwei
haben, kann v in diesem Pfad nicht enthalten sein. Der Pfad P ist somit
auch im Graphen T’ enthalten, was zu zeigen war. [

Es ist nicht schwer daraus auch noch einen weitere wichtige Eigenschaft
eines Baumes herzuleiten: ein Baum mit Knotenmenge V enthalt genau
V| — 1 Kanten. Der folgende Satz fasst die verschiedenen Eigenschaften
von Baumen zusammen.
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Satz 1.6. Ist G = (V,E) ein Graph auf [V| > 1 Knoten, so sind die
folgenden Aussagen aquivalent:

(a) G ist ein Baum,

(b) G ist zusammenhdngend und kreisfrei,

(c) G ist zusammenhdngend und [E| =|V|—1,

(d) G ist kreisfrei und [E| = [V|—1,

(e) fiir alle x,y € V gilt: G enthdlt genau einen x-y-Pfad.

Beweis. Die folgenden Implikationen zeigen die gewiinschte Aquivalenz.
(a) & (b) Das gilt per Definition eines Baums.

(a) = (c¢) Wir miissen zeigen, dass jeder Baum auf n Knoten genau n —1
Kanten besitzt. Dazu verwenden wir vollstandige Induktion nach n. Fir
n = 1 ist die Aussage klar. Sei also n > 2. Wir nehmen an, dass (c) fiir
alle Bdume mit n — 1 Knoten gilt, und wollen (c) fiir alle Biume mit n
Knoten zeigen. Sei daher T = (V,E) ein beliebiger Baum mit n Knoten.
Nach Lemma 1.5 enthdlt T ein Blatt u, und der Graph T —v = (V',E’) ist
ein Baum mit [V'| = n—1 Knoten. Da u ein Blatt war, besitzt T’ ausserdem
|[E’| = |E| — 1 Kanten. Nun konnen wir auf T’ die Induktionsvoraussetzung
anwenden, und erhalten [E| — 1 = |E/| LY. V| —1 = n — 2. Daraus folgt
|[E| =n — 1, wie gewiinscht.

(c) = (d) Sei G ein zusammenhdngender Graph mit n Knoten und n — 1
Kanten. Zu zeigen ist, dass G kreisfrei ist. Angenommen, G enthielte einen
Kreis C = (w,uy,..., U, wy). Betrachten wir den Graphen G = (V,E \
{u;,w}), der aus G durch Loschen der Kante {u;, 1} entsteht. Dieser ist
immer noch zusammenhangend, denn fiir je zwei Knoten v,w € V gibt es
(weil G zusammenhédngend ist) einen Weg von v nach w in G, und falls
dieser Weg iiber die Kante {u;,w} fiilhrt, kann man diese in G’ durch den
Weg uy, uy, ..., u ersetzen. Wir konnen also bei Existenz eines Kreise eine
Kante entfernen, sodass der Graph immer noch zusammenhangend bleibt.
Dies wiederholen wir so lange, bis keine Kreise mehr ibrig sind. Danach ist
der entstehende Graph G’ aber zusammenhédngend und kreisfrei, also ein
Baum. Wegen der schon bewiesenen Implikation (a) = (c) hat G’ genau
n — 1 Kanten. Dies steht im Widerspruch dazu, dass G auch n — 1 Kanten
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hatte, und wir mindestens eine Kante (im ersten Schritt) geldscht haben.
Also kann G keinen Kreis enthalten haben.

(d) = (a) Sei G ein kreisfreier Graph mit n Knoten und n— 1 Kanten. Es
ist zu zeigen, dass G zusammenhangend ist. Jede Zusammenhangskompo-
nente von G ist zusammenhédngend (nach Definition) und kreisfrei (da G
kreisfrei ist), also ein Baum. Seien die Komponenten C; = (Vi,E;),...,Cx =
(Vi, Ex). Dann ist V = Ul;Vi und E = U]-fﬂ E;. Da die Komponenten Baume
sind, besagt die schon bewiesene Richtung (a) = (c) aber |E;| = [V;| — 1 fiir
alle i € {1,...,k}. Daher gilt

K K K
VI—1=[E=) [El=) (ViI—-1)= (Z |vi|> —k=|VI-k.
i=1 i=1 i=1
Vergleicht man die linke und die rechte Seite, so erhalt man k = 1. Es gibt
also genau eine Zusammenhangskomponente, und G ist zusammenhangend.

(@) = (e) Sei G ein Baum. Da G zusammenhédngend ist, gibt es fiir jedes
Paar von Knoten u,v mindestens einen Pfad von u nach v in G. Ange-
nommen es gabe fiir ein Paar u,v zwei verschiedene Pfade von u nach v,
zum Beispiel (uy,uy,...,u,) und (vi,va,...,Vvs), wobei u; = v = u und
u, = v, = v, und wobei wir s < r annehmen. Sei i € {2,...,s} minimal
mit u; # v; (ein solches i existiert, weil die Pfade verschieden sind und
im gleichen Knoten starten bzw. enden). Sei j € {i+1,...,r} minimal mit
W € {Vit1y...,vyund k € {i+1,..., 7} minimal mit v = u;. Dann kann man
sich leicht iiberlegen, dass C := (Ui_1, Uiy ...y Wi, W, Vi 1y Vi 2y« oy Vi 1y Vi)
ein Kreis ist. Dies widerspricht der Kreisfreiheit von G. Daher gibt es genau
einen u-v-Pfad fiir jedes Paar u,v.

(e) = (a) Da G fiir jedes Paar u,v einen Pfad von u nach v enthalt, ist G
zusammenhangend. Wir nehmen zum Widerspruch an, dass es einen Kreis
C=(uy...,u,u) in G gabe. Dann wéren aber P; := (uj, uy,...,u) und
P, := (uy, uy) zwei verschiedene Pfade von u; nach uy, denn C hat per De-
finition mindestens Lange 3. Dies ist ein Widerspruch zu der Eindeutigkeit
des u;-u-Pfades, also muss G auch kreisfrei gewesen sein. O

Baume sind Graphen, die kreisfrei und zusammenhangend sind. Ver-
zichtet man auf die Bedingung 'zusammenhangend’ so nennt man die ent-
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sprechenden Graphen Walder. Ein Wald W = (V, E) ist also ein Graph, der
kreisfrei ist. Jede Zusammenhangskomponente eines Waldes ist dann na-
tirlich ein Baum. Und die Anzahl der Zusammenhangskomponenten lasst
sich unmittelbar aus der Kantenanzahl ablesen:

Lemma 1.7. Ein Wald G = (V, E) enthélt genau |V|— |E| viele Zusam-
menhangskomponenten.

Beweis. Wie beweisen das Lemma durch Induktion iiber |E|. Wenn E = 0
ist, dann ist jeder Knoten eine einzelne Zusammenhangskomponente und
der Graph G besteht daher aus genau |V| Komponenten. Die Aussage des
Lemmas ist in diesem Fall also richtig. Nehmen wir fiir den Induktions-
schritt daher an, dass die Aussage fiir einen Graphen G’ = (V,E’) gilt
und e ¢ E’ eine Kante ist, so dass G = (V,E’ U {e}) noch immer kreisfrei
ist. Dann kann die Kante e nicht innerhalb einer Zusammenhangskompo-
nente von G’ verlaufen (denn dann wiirden wir einen Kreis erhalten), sie
verbindet daher zwei verschiedene Komponenten — weshalb sich die An-
zahl Zusammenhangskomponenten um eins reduziert. Die Behauptung des
Lemmas gilt daher auch fiir den Graphen G = (V,E’ U {e}), was zu zeigen
war. [

1.1.2 Gerichtete Graphen

In Graphen sind Kanten durch zweielementige Mengen von Knoten gege-
ben. Insbesondere gilt daher (wie immer bei Mengen), dass {u,v} = {v,u}
gilt. In sogenannten gerichteten Graphen sind die Kanten zusatzlich noch
orientiert, eine Kante wird also nicht mehr durch eine zweielementige Men-
ge, sondern durch ein geordnetes Paar dargestellt. Dies fiihrt zu folgender
Definition: ein gerichteter Graph oder auch kurz Digraph (engl. directed
graph oder auch kurz digraph) D ist ein Tupel (V,A), wobei V eine (end-
liche) Menge von Knoten ist und A C V x V eine Menge von gerichteten
Kanten (engl. arcs).

Man beachte, dass der Ausdruck ’gerichteter Graph’ grammatisch et-
was irrefiihrend ist, da er den Eindruck erweckt, ein gerichteter Graph sei
eine spezielle Art von Graph. Das ist jedoch nicht so. Graphen und ge-
richtete Graphen sind verschiedene (wenn auch eng verwandte) Konzepte.
Wenn wir besonders betonen wollen, dass wir das erste Konzept meinen,
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dann sprechen wir auch von ’ungerichteten Graphen’. Allgemein ist aber
mit 'Graph’ immer 'ungerichteter Graph’ gemeint. Man beachte auch den
Unterschied in der Schreibweise von Kanten in ungerichteten und gerich-
teten Graphen. In einem ungerichteten Graphen ist eine Kante zwischen
zwei Knoten u und v eine zweielementige Teilmenge von V und wir no-
tieren sie daher in der iiblichen Mengenschreibweise {u,v}. In gerichteten
Graphen ist eine Kante hingegen ein Element des Kreuzproduktes V x V.
Entsprechend verwenden wir hier die Tupelschreibweise (u,v). Graphisch
wird eine gerichtete Kante (u,v) als Pfeil von u nach v dargestellt.

Gemass Definition sind in gerichteten Graphen formal auch Schleifen
(x,x) zugelassen. Analog zu ungerichteten Graphen werden wir in diesem
Skript jedoch davon ausgehen, dass ein gerichteter Graph weder Schleifen
noch Mehrfachkanten enthalt. Man beachte aber, dass es bei gerichteten
Graphen dennoch zwischen zwei Knoten x und y mehr als eine Kante geben
kann, namlich (x,y) und (y, x). Diese gelten nicht als Mehrfachkanten, denn
es sind ja verschieden orientierte Kanten.

Fiir Knoten v definieren wir den Aus-Grad durch

deg®(v) :== [{(x,y) € Al x =V}
und den In-Grad durch

deg”(v) == [{(x,y) e Aly =vjl.

Analog zu Satz 1.2 fiir ungerichtete Graphen zeigt man:

Satz 1.8. Fiir jeden gerichteten Graphen D = (V, A) gilt:

D deg (v) =) deg’(v)=IA]l.

vev vev O

Die meisten Definitionen fiir Graphen lassen sich sinngemass auch auf
gerichtete Graphen iibertragen. Wir werden im Folgenden nur einige davon
naher betrachten.

Ein gerichteter Weg in einem gerichteten Graphen D = (V, A) ist eine
Folge W = (vi,...,vy) von Knoten aus V, so dass (vi,viy1) € A fiir alle
i=1,...,k— 1. Die Lange des gerichteten Weges entspricht wie im un-
gerichteten Fall der Anzahl der Schritte, ist also hier k — 1. Die Knoten
v; und v, nennt man Start- bzw. Endknoten des gerichteten Weges. Ein
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gerichteter Pfad ist ein gerichteter Weg, in dem alle Knoten paarweise
verschieden sind. Ein gerichteter Zyklus ist ein gerichteter Weg in dem
Start- und Endknoten identisch sind. Ein gerichteter Kreis ist ein gerich-
teter Weg C = (v1,...,V, V1) der Lange mindestens 2, in dem die Knoten
Vi,...,Vx paarweise verschieden sind. Beachte, dass diese Definition eines
Kreises von der Definition in ungerichteten Graphen etwas abweicht: ein
ungerichteter Kreis muss Lange mindestens 3 haben. Insbesondere ist also
in einem gerichteten Graphen D = (V| A) die Folge (v, u,V) ein Kreis, wenn
(u,v) und (v, u) in A sind; andererseits ist in einem ungerichteten Graphen
der Zyklus (v,u,v) nie ein Kreis.

Azyklische Graphen; stark und schwach zusammenhdngende Graphen. Kreisfreie
ungerichtete Graphen sind als Baume bzw. Walder bekannt. Wir werden
sie im Abschnitt 1.2 genauer studieren. Bei gerichteten Graphen miissen
wir bei der Definition von Kreisfreiheit sehr prazise vorgehen, denn hier ist
a priori iberhaupt nicht klar, was kreisfrei bedeuten soll. Betrachten wir
hierzu die beiden Digraphen in Abbildung 1.5: Der Linke ist offensichtlich
kreisfrei. Wie sieht es aber mit dem Rechten aus? Ignorieren wir die Ori-
entierung der Kanten, so enthalt er Kreise. Andererseits enthalt er aber
keinen gerichteten Kreis. Solche Graphen haben einen eigenen Namen.

Abbildung 1.5: Zwei DAGs.

Ein gerichteter Graph D = (V, A) heisst azyklisch (engl. acyclic), wenn
er keinen gerichteten Kreis enthalt. Azyklische gerichtete Graphen werden
oft auch kurz als DA G bezeichnet, von engl. Directed Acyclic Graph.

DAGs (und nur diese) haben die schéne Eigenschaft, dass man ihre Kno-
ten so nummerieren kann, dass alle Kanten vom kleineren zum grosseren
Knoten zeigen. Man nennt so eine Nummerierung auch topologische Sor-
tierung. Im vergangenen Semester haben Sie gesehen, wie man in DAGs
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so eine Sortierung bestimmen kann: man gebe die kleinste Nummer einem
Knoten mit Eingangsgrad Null und wiederhole dann diese Vorgehnsweise
auf dem Teilgraphen ohne den kleinsten Knoten. Wenn man sich die Grade
merkt (und geschickt updated) erhdlt man so einen Algorithmus dessen
Laufzeit linear in der Anzahl Knoten und Kanten ist.

Satz 1.9. Fiir jeden DAG D = (V,;A) kann man in Zeit O(|V| + |A|)
eine topologische Sortierung berechnen. ]

Jedem gerichteten Graphen kann man einen ungerichteten Graphen zu-
ordnen, indem man die Orientierung der Kanten ignoriert (und ggf. ent-
stehende Multikanten durch eine einzige Kante ersetzt). Diesen Graphen
nennt man auch den zugrunde liegenden Graphen.

Bei der Ubertragung einer Definition von Graphen auf Digraphen erhlt
man oft zwei verschiedene Definitionen, abhangig davon, ob man die Ori-
entierung der Kanten berticksichtigt oder lediglich den zugrunde liegenden
Graphen betrachtet.

Betrachten wir dies am Beispiel von u-v-Pfaden. Fiir zwei Knoten u
und v kann man drei Félle unterscheiden: a) es gibt einen gerichteten u-v-
Pfad, b) es gibt keinen gerichteten u-v-Pfad, aber es gibt einen u-v-Pfad
im zugrunde liegenden Graphen und c) es gibt tiberhaupt keinen u-v-Pfad.

Da der Zusammenhangsbegriff iiber die Existenz von u-v-Pfaden defi-
niert ist, ergeben sich konsequenter Weise auch verschiedene Zusammen-
hangsbegriffe.

Ein gerichteter Graph D = (V,A) heisst stark zusammenhdngend
(engl. strongly comnected), wenn fiir jedes Paar von Knoten u,v € V
ein gerichteter u-v-Pfad existiert. Ein gerichteter Graph D = (V, A) heisst
(schwach) zusammenhdngend (engl. weakly connected), wenn der zu-
grunde liegende Graph zusammenhangend ist.

Beispiel 1.10. Die folgende Abbildung 1.6 zeigt links einen schwach zusammenhéngenden
Digraphen, der nicht stark zusammenhéngend ist (was daran zu erkennen ist, dass es

keine Kante gibt, die vom rechten Dreieck zum linken gerichtet ist) und rechts einen stark
zusammenhadngenden Digraphen.

Beispiel 1.11. Jeder DAG dessen zugrunde liegender Graph zusammenhingend ist, ist
schwach zusammenhéngend, aber nicht stark zusammenhangend. Letzteres sieht man ein,
in dem man sich zundchst tiberlegt, dass die Definition des starken Zusammenhangs im-
pliziert, dass der Graph gerichtete Kreise enthalt. Betrachtet man beispielsweise eine be-
liebige Kante (x,y), so bildet diese zusammen mit einem gerichteten y-x-Pfad (der nach
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] =<

Abbildung 1.6: Ein schwach zusammenhdngend Graph (links) und ein stark
zusammenhdngend Graph (rechts).

Definition des starken Zusammenhangs existieren muss) einen gerichteten Kreis. Gerich-
tete Kreise kann ein azyklischer Graph anderseits nach Definition nicht enthalten, d.h. ein
DAG kann nicht stark zusammenhéngend sein.

1.1.3 Datenstrukturen

Im vorigen Semester haben Sie bereits die beiden grundlegenden Moglich-
keiten kennen gelernt, wie man einen Graphen (gerichtet oder ungerichtet)
speichern kann: mit einer Adjazenzmatrix oder mit Adjazenzlisten. Beides
ist besonders einfach, wenn die Knotenmenge V = [n] = {1,...,n} ist,
wobei n = |V|. Die Adjazenzmatriz Ag ist dann eine n x n Matrix gegeben
durch

1 falls {i,j} € E,

AG = (Cll])” -1 mit Cli]' Z:{ 0 sonst

F'iir ungerichtete Graphen ist Ag eine symmetrische 0-1-Matrix mit Nullen
auf der Hauptdiagonalen. Man iiberlegt sich leicht, dass umgekehrt auch
jede solche Matrix einem Graphen entspricht.

Fir gerichtete Graphen passt man obige Definition sinngemass an und
enthalt dann ebenfalls eine 0-1-Matrix mit Nullen auf der Hauptdiagonalen,
die aber nunmehr nicht symmetrisch sein muss. Wieder gilt auch: jede
0-1-Matrix mit Nullen auf der Hauptdiagonalen entspricht genau einem
gerichteten Graphen.

Beispiel 1.12. Die folgende Abbildung 1.7 zeigt einen gerichteten Graphen G und die zu-
gehorige Adjazenzmatrix Ag.

Im vorigen Semester haben Sie bereits Beispiele dafiir gesehen, dass es,
je nach Aufgabe, sinnvoll sein kann die eine oder die andere Datenstruktur
zu verwenden. Wollen wir zum Beispiel mit Breiten- oder Tiefensuche te-
sten, ob ein Graph zusammenhangend ist, so bieten sich Adjazenzlisten an.
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5 3
01 1 01
1 0 0 01
G = Ag=10 1 0 0 0
0 01 01
01 110
1 2

Abbildung 1.7: Der Graph G und die zugehorige Adjazenzmatrix Ag.

Denn dann ist die Laufzeit O(|V|+ |E|), wahrend die Verwendung eine Ad-
jazenzmatrix immer zu einer Laufzeit von mindestens O(|V/|?) fithrt. Wenn
daher |[E| < |V|* gilt (was immer gegeben ist, wenn der Durchschnittsgrad
o([V]) ist), ist eine Breiten- oder Tiefensuche also schneller (unter Umstéan-
den sogar viel schneller) wenn mann Adjazenzlisten statt einer Adjazenz-
matrix verwendet.

Die Verwendung von Adjazenzmatrizen erlaub andererseits die Verwen-
dung von Hilfsmitteln aus der linearen Algebra. So haben Sie haben zum
Beispiel auch bereits gesehen, dass man mit Hilfe von Matrizenmultiplika-
tionen die Anzahl Wege der Lange k zwischen allen Knotenpaaren i,j € V
bestimmen kann:

Satz 1.13. Sei G = (V,E) bzw. D = (V,A) ein ungerichteter bzw.
gerichteter Graph mit Knotenmenge V = [n] und M die zugehorige
Adjazenzmatrix. Dann entspricht der Eintrag m‘f]. der i-ten Zeile und
j-ten Spalte der Matrix M¥ der Anzahl gerichteter Wege der Lénge
(genau) k von i nach j.

Auch zu anderen Parametern einer Matrix, wie zum Beispiel dem Rang
oder den Eigenwerten, kann man Eigenschaften des zugehorigen Graphen
in Verbindung bringen. Dieses liberlassen wir aber weiterfiihrenden Vorle-
sungen.
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1.2 Baume

Im vorigen Abschnitt haben wir Baume als eine wichtige graphentheore-
tische Struktur kennen gelernt: ein Graph ist ein Baum, wenn er kreisfrei
und zusammenhangend ist. Ebenfalls kennen gelernt haben wir den Begriff
eines Teilgraphen: ein Graph H = (Vy, Ey) ist (schwacher) Teilgraph eines
Graphen G = (V,E), wenn Vi C V gilt und zusétzlich auch Ey C E. In
diesem Sinne konnten wir also beispielsweise nach einem grossten Baum
fragen der in G enthalten ist, wobei wir ,Grosse interpretieren als ,mog-
lichst viele Kanten®.

Betrachten wir als Beispiel den vollstandigen Graphen auf der Knoten-
menge V = [n]. Wir erinnern uns: vollstdndig heisst, dass alle moglichen
Kanten auch tatsadchlich vorhanden sind. Fiir n > 3 enthalt der vollstan-
dige Graph aber (je nach Grdsse von n sogar sehr viele) Kreise. Ein Baum
ist aber kreisfrei. Eine Moglichkeit einen Baum zu erhalten besteht da-
her darin, einfach so lange Kanten aus Kreisen zu entfernen, bis wir einen
Baum erhalten. Dieses Verfahren funktioniert in der Tat, und zwar nicht
nur fiir den vollstandigen Graphen, sondern fiir jeden zusammenhangenden
Graphen.

Satz 1.14. Ist G = (V,E) ein zusammenhdngender Graph, so findet
der folgende Algorithmus einen Baum T = (V, Er) mit Ey C E:
G' '« G
while (G’ enthélt einen Kreis)
wahle einen beliebigen Kreis C in G’ und entferne eine be-

liebige Kante des Kreises C aus der Kantenmenge von G’
return G’

Um die Korrektheit dieses Satzes zu beweisen, iiberlegen wir uns zu-
nachst eine wichtige Eigenschaften eines zusammenhangenden Graphen.

Lemma 1.15. Ist G = (V,E) ein zusammenhdngender Graph, C ein
Kreis in G und e eine Kante in C, so ist der Graph G, = (V,E \ {e})
(sprich: der Graph den wir aus G erhalten in dem wir die Kante e
16schen) ebenfalls zusammenhéngend.

Beweis. Zu zeigen ist, dass es fiir je zwei Knoten x,y in V mindestens
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einen Weg von x nach y in G, gibt. Da G zusammenhangend ist, gibt es
aber in G auf jeden Fall einen x-y-Pfad, nennen wir ihn P. Falls die Kante
e = {u, v} nicht zu P gehort, so ist P auch ein Pfad in G.; in diesem Fall
sind wir fertig. Im anderen Fall enthalt P die Kante e. Insbesondere gibt es
in G, dann einen Pfad (x, as,..., ay,u) von x zu einem der Endpunkte der
Kante e, sagen wir zu u. Ebenso gibt enthélt G, einen Pfad (y, by,..., b, V)
von y zu dem anderen Endpunkt von e, hier also v. Da jedoch (nach An-
nahme) die Kante e auf einem Kreis C liegt, enthdlt G, ausserdem noch
einen u-v-Pfad (u,cq,...,cn,v). Insgesamt enthilt G, also den x-y-Weg
(Xy Q1y..ey QgyUyCly.ney Cny Wy byy ..o, by, Y), Was zu zeigen war. O

Mit diesem Lemma ist der Beweis von Satz 1.14 nunmehr ein Kinder-
spiel.

Beweis von Satz 1.14. Da nach Annahme G zusammenhangend ist, ist
der Graph G’ nach der Initialisierung (als Graph G) sicherlich auch zusam-
menhangend. Lemma 1.15 garantiert uns weiterhin, dass wir den Zusam-
menhang von G’ wahrend der while-Schleife nicht zerstoren. Nach Beendi-
gung der while-Schleife ist der Graph G’ also noch immer zusammenhéan-
gend, er ist aber auch kreisfrei (weil die while-Schliefe ja terminiert hat),
also ist G’ kreisfrei und zusammenhangend, sprich: ein Baum. O

Aus Satz 1.14 folgt: jeder zusammenhangende Graph enthalt einen Baum
auf der gleichen Knotenmenge. Solch einem Baum nennt man auch Spann-
baum (engl. spanning tree). Auch wenn wir jetzt wissen, dass jeder zusam-
menhdngende Graph (mindestens) einen Spannbaum enthilt, so bleibt die
Frage: wie finden wir einen ,schonsten Spannbaum? — Bevor wir diese Fra-
ge beantworten konnen miissen wir uns zunachst darauf verstandigen, was
,schon” iiberhaupt meint. Dies ist a priori nicht so klar. Wir konnten zum
Beispiel darauf bestehen, dass alle Grade so klein wie moglich sind. Also
beispielsweise einen Baum suchen in dem alle Grade kleiner gleich 2 sind,
also (Ubung!) einen Baum suchen, der de facto ein Pfad ist. Wie wir in Ab-
schnitt 1.5.2 sehen werden ist dies kein ganz einfaches Problem. Zunachst
wollen wir daher keine Restriktion iiber die Grade in dem Baum erheben
sondern betrachten statt dessen eine gewichtete Variante des Spannbaum-
problems.

MINIMALER SPANNBAUM
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GEGEBEN: ein zusammenhadngender Graph G = (V,E) und eine Kosten-
funktion c: E — R.
GESUCHT: ein Baum T = (V,Ey) mit Ef C E und }_

ecE, C(€) = min.

Einen solchen Spannbaum T, der die Summe ZeGET c(e) minimiert,
nennt man auch einen minimalen Spannbaum (engl. mintmum spanning
tree oder MST). Bevor wir uns konkrete Algorithmen fiir dieses Problem
ansehen, versuchen wir zunachst etwas Gefiihl fiir dieses Problem zu ent-
wickeln. Ein Schnitt in einem Graphen ist gegeben durch eine Menge S C V
mit @ # S und S # V und besteht aus allen Kanten mit einem Endknoten in
S und dem anderen in V\ S. Mit E(S, V' \ S) bezeichnen wir die Menge die-
ser Kanten (siehe Abbildung 1.8). Da jeder Pfad von einem Knoten in S zu
einem Knoten in V\ S mindestens eine Kante aus E(S, V\S) enthalt, wissen
wir insbesondere dass auch jeder (minimale) Spannbaum mindestens eine
Kante aus E(S, V'\ S) enthalten muss. Im Idealfall ist das diejenige mit dem
kleinsten Gewicht unter allen Kanten in E(S,V \ S). Betrachten wir statt
einem Schnitt einen Kreis C, so wissen wir umgekehrt, dass jeder (mini-
male) Spannbaum mindestens eine Kante von C nicht enthalt. Im Idealfall
ist das diejenige mit dem grosstem Gewicht unter allen Kanten in C. Diese
Beobachtungen machen wir jetzt prazise.

E(S,V\ S)
s V\ S

Abbildung 1.8: Ein Schnitt E(S,V \ S) in dem Graphen G = (V,E).

Lemma 1.16. Sei G = (V,E) ein zusammenhédngender Graph und sei

SC Vmit 0 #S und S # V. Fiir jede Kante € in E(S,V \ S) mit

c(é) =min{c(e) | e € E(S,V\ S)} gilt dann:

a) es gibt einen minimalen Spannbaum T* in G, der € enthalt.

b) gilt c(€) < c(e) fiir alle Kanten e € E(S,V'\ S), e # €, so ist € in
allen minimalen Spannbaume in G enthalten.

Beweis. Da G nach Annahme zusammenhangend ist, enthalt G sicherlich
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)
\

S V\ S S V\ S

Abbildung 1.9: Illustration zum Beweis von Lemma 1.16.

einen Spannbaum (nach Satz 1.14). Es gibt daher mindestens einen mini-
malen Spannbaum (vielleicht auch mehrere). Sei T ein solcher. Ist € in T
enthalten, so haben wir a) bereits gezeigt. Nehmen wir daher an, dass €
nicht in T enthalten ist. Nach Annahme gehort einer der Endknoten von €
zur Menge S, der andere nicht: sei daher € = {x,y} mit x € Sund y ¢ S.
Da T ein Spannbaum ist, gibt es in T einen Pfad von x nach y. Wegen
x € Sund y ¢ S muss dieser daher eine Kante e’ = {x',y’} enthalten mit
x' € Sund y' € S und somit e’ € E(S,V\ S). Nach Wahl von e gilt daher
c(e) < c(e’). Der Baum T’ := T + € — e’ ist daher ebenfalls ein minima-
ler Spannbaum, der € im Gegensatz zu T enthdlt, womit a) bewiesen ist
(Abbildung 1.9). Die Aussage b) folgt jetzt ganz analog: gébe es einen mi-
nimalen Spannbaum T, der € nicht enthalt, so konnten wir wie zuvor einen
Spannbaum T’ konstruieren, wobei aber jetzt, wegen der Annahme in b),
gelten wiirde: ¢(T’) < ¢(T), was nicht sein kann, da T bereits ein minimaler
Spannbaum war. Dieser Widerspruch zeigt, dass b) gilt. [

Lemma 1.17. Sei G = (V| E) ein zusammenhdngender Graph und sei

C ein Kreis in G. Fiir jede Kante € € C mit ¢(€) = max{c(e) | e € C}

gilt dann:

a) es gibt einen minimalen Spannbaum T* in G, der € nicht enthélt.

b) gilt c(€) > c(e) fiir alle Kanten e € C, e # &, so gilt € ¢ T fiir
alle minimalen Spannbaume in G.

Bewers. Wie zuvor betrachten wir einen beliebigen minimalen Spannbaum
Tin G. Sei € ={x,y}und C = (x, ay,..., ax, Yy, x). Ist € nicht in T enthalten,
so haben wir a) bereits gezeigt. Nehmen wir daher an, dass € in T enthalten
ist. Wir entfernen € aus T, sei also T’ := T—¢€. Im Folgenden bezeichnen wir
mit S die Menge der Knoten, die in T’ durch einen Pfad mit x verbunden
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sind, und mit S’ die Menge der Knoten, die in T’ durch einen Pfad mit y
verbunden sind. Nach Lemma 1.7 besteht T’ aus genau zwei Komponenten,
weshalb S’ =V \ S gilt.

Wir betrachten nun den x-y-Pfad C’ := (x, ay,..., ax,Yy), der aus C ent-
steht, indem wir die Kante € weglassen. Da x € S und y € V'\ S ist, enthalt
C’ eine Kante e’ = {x/,y’} mit x’ € S und y’ € V\ S. Wir sehen nun, dass
T'+e’ ein Baum sein muss (siehe Abbildung 1.10): erstens ist T'+e’ zusam-
menhdngend, denn die Kante e’ verbindet ja die Zusammenhangskompo-
nenten S und V\S von T’, und zweitens ist T'+e’ kreisfrei, denn sonst hatte
schon T’ eine Kante enthalten, die zwischen S und V\S verlauft. Nach Wahl
von € gilt c(€) > c(e’) und damit c(T' +e’) = c(T) —c(&) + c(e’) < c(T).
Da T nach Annahme ein minimaler Spannbaum war, ist daher auch T' + e’
ein minimaler Spannbaum, und zwar einer der € nicht enthdlt. Womit wir
a) gezeigt haben. Die Aussage b) folgt jetzt wieder ganz analog: gdbe es
einen minimalen Spannbaum T, der € enthalt, konnten wir wie zuvor einen
Spannbaum T’ + e’ konstruieren, wobei aber jetzt, wegen der Annahme in
b), gelten wiirde: c(T' + e’) < ¢(T), was nicht sein kann, da T bereits ein
minimaler Spannbaum war. Dieser Widerspruch zeigt, dass b) gilt. [

T 4+ €

s V\ S

Abbildung 1.10: Illustration zum Beweis von Lemma 1.17.

Aus diesen beiden Lemmas leiten wir jetzt einen Algorithmus ab. Aus-
gehend von einem Graphen G = (V| E) mit Kostenfunktion ¢: E — R und
ungefdarbten Kanten, firben wir die Kanten iterativ (so lange es geht) in
dem wir eine (beliebige) der beiden folgenden Regeln anwenden:

BLAUE REGEL

Gegeben: eine Menge S C V mit @ # S und S # V , so dass keine Kante in
E(S,V\ S) blau gefarbt ist.

Farbe: eine ungefarbte Kante € € E(S,V \ S) mit c(€) = min{c(e) |
ec E(S,V\S)} blau.
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RoOTE REGEL
Gegeben: ein Kreis C in G, so dass keine Kante in C rot gefarbt ist.
Farbe: eine ungefarbte Kante € € C mit ¢(€) = max{c(e) | e € C} rot.

Satz 1.18. Ist G = (V,E) ein zusammenhangender Graph mit Kosten-
funktion c: E — R, so gilt fiir jede Ausfiihrungsreihenfolge der blauen
und roten Regel: lasst sich keine der beiden Regeln mehr anwenden,
so sind alle Kanten gefarbt und die blauen Kanten bilden einen mi-
nimalen Spannbaum.

Beweis. Wir zeigen zunachst, dass die folgenden beiden Invarianten gelten:

SCHNITT: fiir jede Menge S C V mit @ # S und S # V gibt es eine Kante
€ € E(S,V\S) mit c(€) = min{c(e) | e € E(S,V\ S)}, die ungefarbt oder
blau gefarbt ist.

KRreis: fiir jeden Kreis C in G gibt es eine Kante € € C mit c(€) =
max{c(e) | e € C}, die ungefarbt oder rot gefarbt ist.

Offenbar gelten beide Bedingungen zu Beginn des Algorithmus, da dann
alle Kanten noch ungefarbt sind. Wir zeigen daher, dass die Anwendung der
roten oder blauen Regel nicht dazu fiihren kann, dass eine der Invarianten
nicht mehr gilt. Dazu iberlegen wir uns zunachst, dass eine Anwendung
der blauen Regel die Invariante SCHNITT nicht zerstéren kann (da wir hier
ja eine Kante blau farben) und umgekehrt eine Anwendung der roten Regel
die Invariante KREIS nicht zerstoren kann. Weiter iiberlegen wir uns, dass
ein Kreis C und ein Schnitt E(S, V'\ S) sich immer in einer geraden Anzahl
Kanten iiberschneiden, denn der Kreis muss ja genauso oft von S nach V\S
gehen wie von V' \ S nach S. Wenn wir daher die blaue Regel anwenden,
so gilt fiir jeden Kreis C: entweder ist keine Kante von C durch die blaue
Regel tangiert oder es muss es noch eine weitere Kante in C geben, die
(nach Definition der blauen Regel) nicht blau geféarbt ist und deren Gewicht
mindestens so gross ist wie das Gewicht derjenigen Kante, die blau gefarbt
wird. Eine Anwendung der blauen Regel kann daher die Invariante KREIS
nicht zerstoren. Wenn wir andererseits die rote Regel anwenden, so gilt fiir
jeden Schnitt E(S,V'\ S): entweder ist keine Kante des Schnittes E(S,V\ S)
durch die rote Regel tangiert oder es muss es noch eine weitere Kante in
E(S,V\ S) geben, die (nach Definition der roten Regel) nicht rot gefdrbt
ist und deren Gewicht hochstens so gross ist wie das Gewicht derjenigen
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Kante, die rot gefarbt wird. Eine Anwendung der roten Regel kann daher
die Invariante SCHNITT nicht zerstoren.

Somit folgt: die Invarianten SCHNITT und KREIS gelten insbesonde-
re auch am Ende des Algorithmus. Wir betrachten jetzt den Teilgraphen
H = (V, Eplan), Wobei mit Eyj., die Menge der blauen Kanten gemeint ist.
Ware dieser nicht zusammenhangend, so gabe es eine Menge S so dass alle
Kanten aus E(S,V \ S) entweder rot oder ungefarbt sind. Wegen der In-
variante SCHNITT gibt es dann eine ungefarbte Kante € € E(S, V' \ S) mit
c(€) = min{c(e) | e € E(S,V'\ S)}, und daher kénnten wir die blaue Regel
auf die Menge S anwenden. Also wissen wir, dass der Teilgraph aus den
blauen Kanten zusammenhangend ist. Ebenso kann H keinen Kreis enthal-
ten, denn die Invariante KREIS impliziert insbesondere, dass jeder Kreis
eine ungefarbte oder rote Kante enthalten muss, also nicht ganz blau sein
kann. Der blaue Teilgraph H ist also ein Spannbaum. Wegen der Invari-
ante KREIS wissen wir ausserdem, dass es keine ungefdarbte Kante {x,y}
geben kann, denn auf den Kreis, der aus {x,y} und dem x-y-Pfad in H
besteht, konnten wir die rote Regel anwenden. Daraus folgt, dass H der
einzige Spannbaum ist, der keine rote Kante enthalt. Wegen Lemma 1.17
wissen wir zusatzlich: es gibt einen minimalen Spannbaum, der keine der
rot gefarbten Kanten enthdlt (denn statt die Kante rot zu farben, konnten
wir sie alternativ auch 16schen). Der blaue Teilgraph ist daher nicht nur
ein Spannbaum, sondern sogar ein minimaler Spannbaum, was zu zeigen
war. 0

In den nachsten beiden Abschnitten werden wir Satz 1.18 anwenden,
um zwei klassische Algorithmen fiir das Finden minimaler Spannbaume
herzuleiten.

1.2.1 Algorithmus von Prim

Als erstes betrachten wir einen Algorithmus, der de facto ohne die rote
Regel auskommt. Genauer gesagt wird der Algorithmus zunachst n—1 mal
die blaue Regel anwenden. Und da aus Satz 1.18 insbesondere folgt, dass
danach nur noch die rote Regel anwendbar ist, konnen wir uns diese Schritte
dann auch sparen. In der Literatur ist dieser Algorithmus als Algorithmus
von Prim bekannt, benannt nach ROBERT PRIM, einem amerikanischen
Wissenschaftler, der einen entsprechenden Algorithmus 1957 publizierte,
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offenbar in Unkenntnis eines ahnlichen Verfahrens, das VOJTECH JARNIK
bereits 1930 auf tschechisch veroffentlichte. Wir gehen folgendermassen vor:

wéhle einen beliebigen (Start-)Knoten v € V
S :={v}
while S # V do
wéahle eine (beliebige) Kante € € E(S,V \ S) mit
c(€) =min{c(e) | e € E(S,V\S)}
farbe € blau
sei € ={V,X} mit ¥ € S und R ¢ S: fiige X zu S hinzu

Offenbar wachst die Menge S in jedem Durchlauf der while-Schleife
um genau einen Knoten, und daher wird die Schleife genau n — 1 mal
ausgefithrt. Wir iiberlegen uns zunachst, dass dieser Algorithmus wirklich
einen minimalen Spannbaum bestimmt. Hierfiir zeigen wir: liegen zu Beginn
einer Iteration der while-Schleife alle blau gefarbten Kanten in dem durch
die Menge S induzierten Subgraphen, so gilt dies auch am Ende. In der
Tat: aus der Konstruktion des Algorithmus folgt unmittelbar, dass alle
Endpunkte der neu blau gefdrbten Kante € am Ende der while-Schleife
ebenfalls zu S gehoren (und alle andere tun das nach Annahme sowieso).
Verwenden wir nun noch, dass zu Beginn des Algorithmus keine Kante blau
gefarbt ist und daher die Menge S = {v} alle (nicht vorhandenen) blauen
Kanten enthalt, so konnen wir somit folgern, dass jede der n—1 Iterationen
der while-Schleife einer korrekten Anwendung der blauen Regel entspricht.
Daher bilden die blauen Kanten am Ende einen minimalen Spannbaum.

Nachdem wir die Korrektheit des Algorithmus eingesehen haben, iiber-
legen wir uns nun noch, wie man den Algorithmus effizient implementieren
kann. Eine naive Implementierung wiirde einfach in jeder der n—1 Iteratio-
nen der while-Schleife die komplette Kantenliste durchlaufen und fiir jede
Kante (in konstanter Zeit) entscheiden, ob sie zu dem aktuellen Schnitt
E(S,V\ S) gehort und unter allen solchen eine minimale Kante auswahlen.
Damit erhalten wir einen Algorithmus mit Laufzeit O(|V|- |E|).

Um dies zu verbessern, iiberlegen wir uns zunachst, dass sich die Menge
S in jedem Durchlauf der while-Schleife nur um genau einen Knoten andert.
Um diese Knoten effizient zu finden, definieren wir zwei Parameter:

Vx &S olx] = min{c(V,x) |V € N(x) NS},
pred[x] := ein 9 € S so dass c(V,x) = o[x].
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Anschaulich bedeutet dies: fiir jeden Knoten x € V \ S bezeichnet o[x]
das Gewicht einer leichtesten Kante von x in die Menge S (falls es keine
solche Kante gibt, das Minimum also iiber eine leere Menge geht, so ist
o[x] definitionsgemdss gleich +00). Beachte: o[x] gibt nur das Gewicht
einer leichtesten Kanten an. Um eine solche Kante auch wirklich zu finden
(um sie in den minimalen Spannbaum einfiigen zu kénnen), miissen wir
uns auch noch einen Knoten aus S merken, der zusammen mit x solch eine
billigste Kante bildet. Dies ist die Aufgabe des Parameters pred[x].

Jetzt miissen wir uns noch iiberlegen, wie wir diese Parameter effizient
berechnen. Die Initialisierung ist einfach: fiir alle x € N(v) setzen wir o[x] =
c(v,x) und pred[x] = v, fiir alle librigen Knoten x € V \ S setzen wir
o[x] = oo und pred[x] = undef (fiir: undefined), um anzudeuten, dass es
von diesem x keine Kante in die Menge S gibt. Auch der Update der Werte
innerhalb der while-Schleife lasst sich einfach realisieren. Da in der while-
Schleife jeweils nur der Knoten X zur Menge S hinzugefiigt wird, miissen
wir nur die Nachbarn von X in die Menge V \ S betrachten, denn nur fiir
diese kann o[x] sich dndern. Fiir jeden solchen Knoten x € N(X) N (V' \ S)
vergleichen wir die Kosten c(X,x) der Kante von X zu x mit dem Wert
o[x], dem Gewicht einer leichtesten Kante von x in die Menge S. Falls
c(X,x) < o[x], so setzen wir o[x] = c(X, x) und pred[x] = X.

Was uns jetzt noch fehlt, ist ein Verfahren, das es uns erlaubt innerhalb
der while-Schleife jeweils den ,besten Knoten X effizient zu bestimmen.
Hierfiir bietet sich die Datenstruktur der sogenannten PriorityQueues an.
Diese unterstiitzen drei Arten von Operationen: INSERT, EXTRACTMIN,
DECREASEKEY, die jeweils genau das tun was ithr Name besagt: ein neues
Element mit einem dazugehorenden Schliissel einfiigen, dasjenige Element
mit dem kleinsten Schliissel auslesen (und aus der Datenstruktur entfer-
nen), und den Schliissel eines Elementes verringern.

Nach all diesen Voriiberlegungen erhalten wir jetzt folgende Implemen-
tierung des Algorithmus von Prim.
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ALGORITHMUS VON PRIM (G, ¢)

1: wahle einen beliebigen (Start-)Knoten v € V
2: S {v}

3: forall x € V\ S do

4 if x € N(v) then

5: olx] < ¢(v,x) und pred[x] « v

6 else

7 o[x] < oo und pred[x] «+ undef

8

9

T+ 0 > Initialisiere Spannbaum
Q0 > Initialisiere PriorityQueue
10: forall x € V\ S do
11: INSERT(Q, x, 0[x]) > flige x mit dem Schliissel o[x] ein

12: while S # V do

13: R «— EXTRACTMIN(Q)

14: S — SuU{x}

15: T« T+{X, pred[X]}

16: forall x € N(X) N (V\S) do

17: if c(X,x) < o[x] then

18: o[x] « c(X,x) und pred[x] « X

19: DecreEASEKEY(Q, X, 0[x])

20: return T > T is ein minimaler Spannbaum

Die Laufzeit des Algorithmus von Prim lasst sich jetzt einfach abschat-
zen. Die Initialisierung wird dominiert durch die n — 1 INSERT-Aufrufe. In-
nerhalb der while-Schleife (die n — 1 mal durchlaufen wird, einmal fiir jede
Kante des Spannbaums) wird in jeder Iteration ein Mal die Operation Ex-
TRACTMIN aufgerufen. Wenn der Graph mit Adjazenzlisten abgespeichert
ist, so benotigt die forall-Schleife fiir jeden Knoten X Lautzeit proportional
zu deg(X) - (Laufzeit von DECREASEKEY). Wegen } .., deg(X) = 2[E| (vgl.
Lemma 1.2) erhalten wir folgende Schranke fiir Laufzeit des Algorithmus
von Prim:

O(|V|- (Laufzeit von INSERT) + |V| - (Laufzeit von EXTRACTMIN)+
|E| - (Laufzeit von DECREASEKEY)).

Die konkrete Laufzeit des Algorithmus von Prim hangt davon ab, wie
wir die PriorityQueue implementieren. Wir konnten zum Beispiel ein Array
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verwenden. Dann bendtigt jedes INSERT und jedes DECREASEKEY nur O(1)
Zeit, ein EXTRACTMIN jedoch O(|V]). Als Laufzeit fiir den Algorithmus von
Prim erhalten wir damit O(|V| + |V[> + [E|) = O(|V|?). Alternativ kénnen
wir die aus dem ersten Teil der Vorlesung bekannten Min-Heaps verwenden.
Fiir diese bendtigen alle drei Operationen nur Laufzeit O(log|V|). Damit
erhalten wir:

Satz 1.19. Der Algorithmus von Prim berechnet fiir zusammenhan-
gende Graphen G = (V,E) mit Gewichtsfunktion c: E — R, die mit
Adjazenzlisten gespeichert sind, in Zeit O(min{|V/|?, |E|-log|V|}) einen
minimalen Spannbaum. [

Die beste bekannte Laufzeit erhalt man, wenn man statt den Min-Heaps
sogenannte Fibonacci-Heaps verwendet. Damit reduziert sich die asympto-
tische Laufzeit des Algorithmus von Prim auf O(|V|-log|V|+|E|). Allerdings
sind hierbei die in der O-Notation verborgenen Konstanten relativ gross, so
dass fiir praktische Zwecke die Verwendung eines Min-Heaps oft effizienter
ist.

1.2.2 Algorithmus von Kruskal

Der amerikanischer Mathematiker JOSEPH KRUSKAL hat 1956 folgenden
Algorithmus fiir das Minimale Spannbaum Problem vorgestellt:

sortiere die Kantenmenge E so dass gilt:
E={er,...,en} und c(er) < cley) <--- <c(en)
S:={v}
fori=1to m do
wenn die Endpunkte von e; durch einen blauen Pfad verbunden sind:
farbe e; rot
ansonsten:
farbe e; blau

Wir iiberlegen uns zunachst, dass der Algorithmus die rote bzw. blaue
Regel korrekt anwendet. In der Tat: wenn die Endpunkte Kante der Kan-
te e; durch einen blauen Pfad verbunden sind, so konnen wir wegen der
aufsteigenden Sortierung der Kanten die rote Regel fiir den zugehorigen
Kreis anwenden. Ansonsten befinden sich die Endpunkte der Kante e; in
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verschiedenen Zusammenhangskomponenten S und S’ des durch die blau
gefarbten Kanten gegebenen Teilgraphen. Offenbar gibt es dann auch keine
roten Kanten mit einem Endpunkt in S und einem in V'\ S, denn wir farben
eine Kante ja nur rot, wenn zwischen ihren Endpunkten ein blauer Pfad
lauft. Wegen der aufsteigenden Sortierung der Kanten konnen wir die blaue
Regel zum Beispiel fiir Menge S anwenden.

Satz 1.18 garantiert uns also, dass der Algorithmus von Kruskal einen
minimalen Spannbaum findet. Wie aber konnen wir ihn effizient implemen-
tieren? Eine naive Implementierung wiirde in jeder Iteration der for-Schleife
eine Breiten- oder Tiefensuche fiir den Teilgraphen mit den blau gefarb-
ten Kanten ausfiihren, um zu entscheiden ob die Endpunkte der gegebenen
Kante durch einen blauen Pfad verbunden sind. Dies fiihrt zu einer Laufzeit
von O(JE|-[V|) (da der blaue Teilgraph héchstens [V| — 1 Kanten enthélt).

Eine effizientere Implementierung erhalten wir wiederum mit der Ver-
wendung einer geeigneten Datenstruktur. In diesem Fall ist dies die soge-
nannten Union-Find-Struktur. Dies ist eine Datenstruktur fiir folgendes
Problem. Gegeben sei eine endliche Menge X, partitioniert in (disjunkte)
Mengen X;, wobei jede Menge X; durch ein in ihr enthaltenes Element
reprasentiert wird. Die Datenstruktur unterstiitzt nun die folgenden drei
Operationen:

e INSERT(X, x): fiige das Element x zur Menge X hinzu; dieses bildet
eine neue (einelementige) Menge X;,

e FIND(X,x): gib den Reprasentanten derjenigen Menge X; aus, die x
enthalt,

e UNION(X,x,y): vereinige die beiden Mengen X; und X;, die x bzw. y
enthalten.

Die grundlegende Idee fiir die Realisierung dieser Datenstruktur ist sehr
einfach. Jede Menge wird durch einen gewurzelten und zur Wurzel hin ge-
richteten Baum (einen sogenannten tntree) dargestellt. Speichern wir dann
an der Wurzel des Baumes den Reprasentanten der zugehorigen Menge X;,
so kann man beispielsweise ein FIND dadurch realisieren, dass man den
Baum entlang der zur Wurzel hin gerichteten Kanten durchlauft und den
dort gespeicherten Reprasentanten ausgibt.

Die einzelnen Versionen dieser Datenstruktur unterscheiden sich darin,
wie man die Baume im Detail aufbaut. Hier wollen wir eine ganz einfache
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Version betrachten, in der alle Baume Tiefe 1 haben. Ein FIND lasst sich
daher immer in O(1) Zeit ausfithren. Zeitaufwendiger ist jedoch die UNION
Operation, denn hier miissen wir ja alle Knoten eines der beiden Baume
unter die Wurzel des anderen Baumes hiangen. Um den Aufwand hierfiir
wenigstens etwas unter Kontrolle zu halten, vereinbaren wir noch Folgen-
des: an der Wurzel jedes Baumes speichern wir die Anzahl der Knoten ab,
die in dem Baum enthalten sind. Dann kénnen wir also immer die Knoten
des kleineren Baume unter die Wurzel des grosseren Baumes hangen. Auf
den ersten Blick hilft dies nicht viel: fiir zwei Baume mit je |X|/2 Knoten
bendtigt ein einziger Aufruf der UNION Operation trotzdem Laufzeit ©(|X]).
Eine amortisierte Analyse erlaubt uns jedoch folgende Beobachtung: je-
der Knoten aus X kann wahrend einer beliebigen Folge von UNION-Aufrufen
hochstens log [X| oft umgehangt werden. Dies sieht man wie folgt ein: nach
dem Einfiigen in die Datenstruktur (mit INSERT) bildet der Knoten seine
eigene Menge, also einen Baum mit genau einem Knoten. Jedes Mal wenn
der Knoten bei einem Aufruf von UNION an eine neue Wurzel angehangt, so
befindet er sich danach in einem Baum mit mindestens doppelt so vielen
Knoten wie vorher (da wir ja die Knoten des kleineren Baumes umhén-
gen). Nach k-maligem Umhaéngen befindet sich der Knoten also in einem
Baum mit mindestens 2* vielen Knoten. Da aber kein Baum mehr als |X|
viele Knoten enthalten kann, kénnen wir den Knoten héchstens log [X| oft
umhangen. Damit erhalten wir:

Satz 1.20. Eine Union-Find-Struktur fiir eine Menge X kann so imple-
mentiert werden, dass jedes INSERT und jedes FIND nur Zeit O(1) be-
notigt und eine beliebige Folge von UNION Operationen eine Gesamt-
Laufzeit von O(|X] - log|X|) hat. ]

Fiir den Algorithmus von Kruskal konnen wir diese Datenstruktur ver-
wenden, in dem wir als Menge X die Knotenmenge V unseres Graphen
wahlen und als Mengen X; die Knotenmengen der Zusammenhangskompo-
nenten des blauen Teilgraphen. Damit ergibt sich dann folgende Implemen-
tierung:
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ALGORITHMUS VON KRUSKAL (G, ¢)

1: sortiere die Kantenmenge E so dass gilt:

2: E={e,...,entund c(er) <cley) <---<clen)

3: T+ 0 > Initialisiere Spannbaum
4: X0 > Initialisiere Union-Find-Struktur
5: for all v eV do

6: INSERT(X, V)

7. for i =1 to m do

8: seien x und y die Endpunkte von e;, also e; = {x,y}

0: if FIND(X,x) # FIND(X,y) then

10: T—T+e

11: UNION(X, X, y)

12: return T > minimaler Spannbaum

Die Analyse der Laufzeit ist jetzt sehr einfach: die Sortierung der Kan-
tenmenge (z.B. mit Quicksort) erfordert O(|E|log|E|) = O(|E|log|V]|) Ope-
rationen, da |E| < |V|? ist. Die for-schleife wird |E| mal durchlaufen, die
beiden FIND-Aufrufe bendtigen hierbei jeweils nur O(1) Zeit; die Gesamt-
laufzeit fiir alle UN1ON-Aufrufe ist nach Satz 1.20 beschrankt durch O(|V]-
log |V]). Somit erhalten wir:

Satz 1.21. Der Algorithmus von Kruskal berechnet fiir zusammenhan-
gende Graphen G = (V,E) mit Gewichtsfunktion c: E — R, die mit
Adjazenzlisten gespeichert sind, in Zeit O(|E|-log |V|) einen minimalen
Spannbaum. O

1.2.3 Exkurs: Shannon’s Switching Game

Zum Abschluss dieses Abschnittes iiber Spannbaume betrachten wir noch
ein Spiel bei dem wir einige der Begriffe und Argumentationsweisen die-
ses Abschnittes nochmals vertiefen konnen. Zwei Spieler, nennen wir sie
BLAU und Rort farben die Kanten eines zu Beginn ungefarbten Graphen
G = (V, E) abwechselnd mit ihrer Farbe: BLAU farbt eine Kante blau, dann
RoOT eine Kante rot, dann wieder BLAU eine Kante blau, usw. Wobei beide
Spieler immer nur ungefarbte Kanten farben diirfen. Gewonnen hat wer
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zuerst einen Spannbaum in seiner Farbe hat. Leider ist dieses Spiel fiir den
Spieler ROT ziemlich unattraktiv: denn RoT kann nicht gewinnen. Dies
sieht man wie folgt ein. Angenommen es gabe eine Strategie mit der RoT
gewinnen konnte. Strategie heisst hier: fiir jede Spielsituation (Teil der Kan-
ten blau bzw. rot gefdrbt) eine Wahl fiir die nachste rot zu firbende Kante.
Wenn es so eine Strategie fiir ROT gabe ... dann konnte auch BLAU danach
spielen (mit den die Farben blau und rot vertauscht). Und da BLAU be-
ginnt, hatte dann BLAU zuerst einen Spannbaum. Dieses Argument nennt
man Strategie-Klau (engl. strategy stealing). Es zeigt, dass es bei einem
solchen, wie man sagt symmetrischen, Spiel nur zwei mogliche Ergebnisse
geben kann: der erste Spieler gewinnt oder das Spiel endet unentschieden.

Um das Spiel fiir beide Spieler attraktiv zu halten, betrachten man
daher haufig statt einer symmetrischen Variante eine unsymmetrische. Die
beiden Spieler nennt man dabei hierbei oft auch MAKER und BREAKER.
Wir werden gleich sehen wieso. In unserem Fall hat MAKER die Aufgabe
einen Spannbaum zu erzeugen. MAKER gewinnt, wenn ihm das gelingt.
Gelingt ihm das nicht, so hat BREAKER gewonnen. Die Regeln sind dabei
analog zu oben: MAKER farbt die Kanten in seiner Farbe, BREAKER darf
jeweils eine ungefarbte Kante 16schen. Wir nehmen an, dass BREAKER den
ersten Zug hat. Fiir welche Graphen kann MAKER gewinnen? — Der Satz
von Shannon beantwortet diese Frage:

Satz 1.22. Fiir einen G = (V, E) gibt es genau dann eine Gewinnstrate-
gie flir MAKER, wenn G zwei kantendisjunkten Spannbaume enthalt.

Bewers. Wir zeigen zunachst, dass es eine Gewinnstrategie fiir MAKER
gibt, wenn G zwei kantendisjunkte Spannbaume enthalt. Hierfiir benotigen
wir das Konzept der Kantenkontraktion, das fiir Multigraphen definiert ist.
Bei der Kontraktion einer Kante e = {u,v} verschmelzen wir die beiden
Knoten u und v zu einem neuen Knoten x,,, der nun zu allen Kanten
inzident ist, zu denen u oder v inzident war, wobei wir alle Kanten zwischen
u und v loschen.

Um die Strategie fiir MAKER zu erlautern betrachten wir zunachst ein
Beispiel. Nehmen wir an, dass G der vollstandige Graph auf vier Knoten
ist, also G = K4;. BREAKER beginnt und entfernt eine beliebige Kante. Als
nachstes wahlt MAKER die Kante zwischen den anderen beiden Knoten.
Die folgende Abbildung illustriert diese Vorgehensweise.
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In der linken Abbildung markiert die rote Kante die von BREAKER gewahlte
Kante und die blaue Kante die von MAKER gewahlte Kante. In der nachsten
Abbildung haben wir die Kante von BREAKER geloscht und die Kante von
MAKER kontrahiert. Jetzt klar wie MAKER spielen muss: sobald BREAKER
eine der parallelen Kanten nimmt, nimmt MAKER die andere. Die rechte
Abbildung zeigt einen der moglichen Spannbaume fiir MAKER (welcher
genau sich ergibt, hdngt davon ab, welche Kanten BREAKER entfernt).

Mit dieser Voriiberlegung sind wir jetzt bereit, die Strategie fiir MA-
KER zu formulieren. Genauer zeigen wir durch Induktion iiber die Anzahl
Knoten: ist G = (V,E) ein Multigraph mit zwei kantendisjunkten Spann-
bdumen T und T’, so gibt es eine Gewinnstrategie fiir MAKER. Fiir |V| =2
ist dies offensichtlich richtig. Denn die Annahme, dass es zwei kantendis-
jJunkte Spannbaume gibt, impliziert, dass es zwischen den beiden Knoten
aus V mindestens zwe: Kanten geben muss. Von diesen kann BREAKER in
seinem ersten Zug nur eine entfernen und MAKER kann daher ebenfalls eine
solche Kante wahlen, die dann bereits einen Spannbaum bildet.

Betrachten wir nun den Induktionsschritt. Sei e die Kante, die BREA-
KER in seinem ersten Zug wahlt. Ohne Einschrankung sei diese in T. (Falls
e weder in T noch in T’ ist, so wahlen wir als e eine beliebige Kante aus T).
Durch Entfernen von e zerfdllt T in zwei Komponenten. Da T’ ebenfalls
ein Spannbaum ist, enthalt T’ mindestens eine Kante, die zwischen diesen
beiden Komponenten verlauft. Solch eine Kante wahlt MAKER. Nennen wir
sie e’. Wenn wir nun e’ kontrahieren, so sind T — e und T’ — e’ kantendis-
junkte Spannbaume im kontrahierten Graphen. Und da dieser Graph einen
Knoten weniger enthalt als G folgt aus der Induktionsannahme, dass es
eine Gewinnstrategie flir MAKER im kontrahierten Graphen gibt. Das war
es, was wir zeigen wollten!

Sei nun andererseits G ein Graph, der keine zwei kantendisjunkte Spann-
baume enthalt. Wenn G gar keinen Spannbaum enthalt, so muss sich BREA-
KER nicht sonderlich anstrengen um zu gewinnen. Nehmen wir daher an,
dass G mindestens einen Spannbaum enthalt. BREAKER wahlt sich einen
solchen Spannbaum, wir nennen ihn T, beliebig. Nach Annahme gibt es kei-
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nen zu | kantendisjunkten zweiten Spannbaum. BREAKER wahlt sich daher
nun einen zu T kantendisjunkten Wald F mit moglichst vielen Kanten. Falls
F aus weniger als |V|— 2 Kanten besteht, so zeigt sich BREAKER grossziigig
und fiigt noch in G noch einige zusatzliche Kanten hinzu, bis es einen zu
T kantendisjunkten Wald mit |V| — 2 Kanten gibt. Man beachte: wenn der
Graph mehr Kanten enthalt, so wird es flir MAKER leichter zu gewinnen.
Wir werden aber zeigen, dass M AKER trotz dieser zusatzlichen Kanten noch
immer nicht gewinnen kann. Hier ist die Strategie fiir BREAKER. Da F ein
Wald mit |V|—2 Kanten ist, besteht F aus zwei Zusammenhangskomponen-
ten. Da T ein Spannbaum ist, gibt es daher mindestens eine Kante in T, die
diese beiden Komponenten verbindet. Solch ein Kante e wahlt BREAKER fiir
seinen ersten Zug. Danach kontrahiert er (in Gedanken) diese Kante. Der
neu entstandene Graph G’ enthalt jetzt zwei kantendisjunkte Spannbdume:
Fund T—e. Im Graph G’ hat jetzt MAKER den ersten Zug. BREAKER kann
daher jetzt so tun als ware er MAKER — und die Strategie aus dem ersten
Teil des Beweises anwenden — um in dem Graphen G’ einen Spannbaum zu
erhalten. Zusammen mit der Kante e ist dies ein Spannbaum in G. Und da
es, nach Annahme, keinen dazu kantendisjunkten zweiten Spannbaum in G
gibt, konnen MAKERs Kanten nicht ebenfalls einen Spannbaum enthalten.
Also hat BREAKER gewonnen! ]

1.3 Pfade

Im ersten Teil der Vorlesung wurden verschiedene Algorithmen vorgestellt,
um kiirzeste Pfade zwischen zwei gegebenen Knoten (oder auch allen Kno-
tenpaaren) zu finden.

KURZESTE PFADE

GEGEBEN: ein zusammenhdngender Graph G = (V, E), zwei Knoten s,t €
V und eine Kostenfunktion c: E — R.

GESUCHT: ein s-t-Pfad P in G mit } ., c(e) = min.

In diesem Skript fithren wir fiirs erste nur die Namen der dort vorge-
stellten Algorithmen an:

e Algorithmus von Dijkstra

e Algorithmus von Floyd-Warshall
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e Algorithmus von Bellman-Ford

e Algorithmus von Johnson

1.4 Zusammenhang

Wir erinnern uns: ein Graph ist genau dann zusammenhangend, wenn es
zwischen je zwei Knoten des Graphen einen Pfad gibt. Dieser Begriff des
Zusammenhangs sagt aber nichts iiber den Grad oder die Intensitat des
Zusammenhangs aus. Darauf wollen wir in diesem Abschnitt eingehen.

Definition 1.23. Ein Graph G = (V,E) heisst k-zusammenhdngend,
falls [V| > k + 1 und fiir alle Teilmengen X C V mit |X| < k gilt: Der
Graph G[V \ X] ist zusammenhé&ngend.

Eine Teilmenge X C V der Knoten, fiir die G[V \ X] nicht zusammen-
hangend ist, nennt man auch (Knoten-)Separator. Genauer: Sind u,v € V
und ist X C V' \ {u,v} eine Knotenmenge, fiir die u und v in verschiede-
nen Zusammenhangskomponenten von G[V \ X] liegen, so nennt man X
einen u-v-Separator. Ein Graph G = (V,E) ist also genau dann k-zusam-
menhdngend, wenn jeder Separator mindestens Grosse k hat (die einzige
Ausnahme ist der vollstandige Graph mit k Knoten, der per Definition k—1
zusammenhdngend ist). Je grosser daher k, desto ,zusammenhéngender* ist
der Graph. Insbesondere ist ein k zusammenhangender Graph auch k — 1
zusammenhangend (usw.). Statt die Entfernung von Knoten zu erlauben,
konnten wir auch nur Kanten entfernen. Dann erhalt man den Begriff des
Kanten-Zusammenhangs:

Definition 1.24. Ein Graph G = (V,E) heisst k-kanten-zusammen-
hdngend, falls fiir alle Teilmengen X C E mit [X| < k gilt: Der Graph
(V,E\ X) ist zusammenhangend.

Auch hier gilt also: Ein Graph G = (V,E) ist genau dann k-kanten-zu-
sammenhdngend, wenn man mindestens k Kanten (oder mehr) entfernen
muss, um den Zusammenhang des Graphen zu zerstoren. Analog zu Kno-
tenseparatoren nennt man eine solche Kantenmenge X C V einen Kanten-
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separator (bzw. einen u-v-Kantenseparator, wenn u,v € V nach Entfernen
von X in verschiedenen Zusammenhangskomponenten liegen.)

Eine andere Moglichkeit einen starken Zusammenhang zu fordern wa-
re, fiir alle Knotenpaare u,v € V, u # v, statt nur einen Pfad (wie in
der Definition des Zusammenhangs) die Existenz von k Pfaden zu fordern,
die (ausser u und v) paarweise keine Knoten bzw. Kanten gemeinsam ha-
ben. Man spricht hier auch von k intern-knoten-disjunkten bzw. kanten-
disjunkten Pfaden. Der Satz von KARL MENGER (1902-1985) zeigt, dass
beide Begriffe in der Tat aquivalent sind. Wir werden spater sehen, dass
der Satz von Menger nur ein Spezialfall eines viel allgemeineren Satzes ist.
Deshalb verschieben wir den Beweis auf spéter (Abschnitt 3.1.2).

Satz 1.25 (Menger). Sei G = (V,E) ein Graph und u,v € Vju # v.

Dann gilt:

a) Jeder u-v-Knotenseparator hat Grésse mindestens k <= Es gibt
mindestens k intern-knotendisjunkte u-v-Pfade.

b) Jeder u-v-Kantenseparator hat Grdsse mindestens k <= Es gibt
mindestens k kantendisjunkte u-v-Pfade.

1.4.1 Artikulationsknoten

Ist ein Graph zusammenhangend, aber nicht 2-zusammenhangend, so gibt
es mindestens einen Knoten v mit der Eigenschaft, dass G[V \ {v}] nicht zu-
sammenhangend ist. Knoten mit dieser Eigenschaft nennt man Artikulati-
onsknoten. In diesem Abschnitt werden wir zeigen, wie man die Tiefensu-
che so modifizieren kann, dass sie en passant auch alle Artikulationsknoten
bestimmt. Hier zur Erinnerung die rekursive Variante der Tiefensuche, wie
sie im letzten Semester eingefiihrt wurde.

DFS-VisiT(G,v)

: Markiere v als besucht

. for all {v,w} € E do

if w ist noch nicht besucht then
DFS-VisiT(G,w)

=W N

Ein Aufruf von DFS-VIsIT(G, v) besucht alle Knoten in der Zusammen-
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hangskomponente, die v enthalt. Wenn der Graph zusammenhangend ist,
was wir in diesem Abschnitt annehmen wollen, so besucht ein Aufruf von
DFS-VisiT daher alle Knoten. Als erstes modifizieren wir den Algorith-
mus so, dass er jedem Knoten statt einem Label ,besucht eine Nummer
zuordnet, und zwar in der Reihenfolge in der die Knoten besucht werden.
D.h. der Startknoten s erhalt die Nummer 1, der erste Nachbar von s, der
besucht wird, die Nummer 2, usw.2 Diese Nummern speichern wir in einem
Array dfs[] ab. Dieses Array initialisieren wir in einem Rahmenprogramm:

DFS(G,s)

1: WeV: dfsv] «0
2: num 0

3T« 0

4: DFS-VisiT(G,s)

Insbesondere bedeutet daher dfs[w] = 0, dass der Knoten w noch nicht be-
sucht wurde. In der Variable num speichern wir zu jedem Zeitpunkt die An-
zahl der bereits besuchten Knoten und in der Menge die gefundenen Kanten
des Tiefensuchbaumes. Die Prozedur DF'S-VIsIT verandern wir hierfiir wie
folgt:

DFS-VisiT(G,v)

num ¢ num+ |

. dfs[v] & num

. for all {v,w} € E do

if dfs[w] = 0 then
T T+{v,w}
DFS-VisiT(G,w)

A R

Nach diesen Vorarbeiten kommen wir auf unser Artikulationsknotenpro-
blem zuriick. Einen Artikulationsknoten kann es nur dann geben, wenn der
Graph zusammenhéngend ist. Dies kdnnen wir in der Routine DF'S(G, s)
leicht testen: nach Riickkehr von DFS-VisiT(G, s) muss dfs[v] > 0 fiir alle

’Diese DFS-Nummern entsprechen fast genau den Pre-Nummern aus dem letzten
Semester. Allerdings waren diese mit den Post-Nummern verwoben, wodurch die Pre-
Nummern eine Teilmenge von {1,...,2[V|} bilden. Die DFS-Nummern bilden dagegen die
Menge {1,...,|V]}. Die daraus resultierende Sortierung der Knoten ist jedoch dieselbe.
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Knoten v € V gelten. Wir nehmen im Folgenden an, dass dies gilt und
stellen uns die Frage, wie wir einem Knoten v € V ansehen konnen, ob er
ein Artikulationsknoten ist.

Fir den Startknoten s ist dies einfach: er ist genau dann ein Artikula-
tionsknoten, wenn s in dem Tiefensuchbaum T Grad mindestens zwei hat.
(Den einfachen Beweis hierfiir iiberlassen wir dem Leser.) Fiir einen Kno-
ten v # s ist dies etwas komplizierter. Um etwas Intuition zu gewinnen
richten wir die Kanten des Graphen wie folgt: alle Kanten des Tiefensuch-
baum T richten wir von dem Knoten mit der kleineren dfs-Nummer zu
dem Knoten mit der grosseren dfs-Nummer; wir nennen diese Kanten auch
Baumkanten. Alle iibrigen Kanten richten wir umgekehrt: vom Knoten mit
der grosseren dfs-Nummer zu dem Knoten mit der kleineren dfs-Nummer;
entsprechend nennen wir diese Kanten Restkanten. Im letzten Semester
wurden die Restkanten noch weiter in forward-/back-/cross-Kanten unter-
teilt. Diese Unterteilung ist fiir uns aber nicht relevant. Ausserdem wurde
DFS auch fiir gerichtete Graphen diskutiert, in welchen die Orientierung
der Rest-Kanten komplizierter ist. Man kann sich aber leicht iiberlegen,
dass sich fiir ungerichtete Graphen die Orientierung der Kanten aus dem
Vorsemester zu der hier beschriebenen Orientierung vereinfacht.

Mit Hilfe dieser gerichteten Kanten konnen wir jedem Knoten neben
seiner dfs-Nummer eine weitere Nummer zuordnen. Dazu definieren wir
fir alle Knoten v € V:

low[v] := kleinste dfs-Nummer, die man von v aus durch einen Pfad aus
(beliebig vielen) Baumkanten und maximal einer Restkante

erreichen kann.

Beachte, dass aus der Definition folgt: fiir alle Knoten v € V: low[v] <
dfs[v], denn diesen Wert erhédlt man, wenn man den leeren Pfad betrachtet.
Abgesehen vom leeren Pfad kann man sich auf Pfade beschranken, bei
denen es genau eine Restkante gibt und diese Restkante den Abschluss
des Pfades bildet. Denn einen Pfad, der mit einer Baumkante endet, kann
man immer durch Weglassen dieser letzten Baumkante verbessern, da eine
Baumkante ja die df s-Nummer vergrossert.

Beispiel 1.26. Um diese Definition zu veranschaulichen, betrachten wir ein Beispiel. Die
folgende Abbildung zeigt einen Graphen und ein mdgliches Ergebnis einer Tiefensuche,

die wir in dem Knoten ganz links starten. Die Zahl an jedem Knoten entspricht dem
dfs-Wert des Knotens, die fetten Kanten sind die Kanten des gefundenen Spannbaums T:
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11

Die low-Werte lassen sich jetzt daraus berechnen. In der nachfolgenden Abbildung sind
sie jeweils an zweiter Stelle eingetragen:

9/1

N)

11

5/4

6/4

11/10

Die Artikulationsknoten des Graphen sind die Knoten mit den dfs-Nummern 1, 3,4 und
10. Fiir den Startknoten 1 kennen wir schon den Grund: er hat in dem Baum T Grad 2. Fiir
die Knoten 3,4 und 10 (und nur fiir diese!) gilt: im Baum T gibt es einen Nachbarknoten,
dessen low-Wert mindestens so gross ist wie der dfs-Wert des (Artikulations-)Knotens.
Fiir den Knoten 3 ist dies der Knoten 4, fiir den Knoten 4 der Knoten 5 und fiir den
Knoten 10 der Knoten 11.

Betrachten wir einen Knoten v ## s. Wenn v ein Artikulationsknoten ist,
so besteht G[V \ {v}] aus mindestens zwei Zusammenhangskomponenten,
eine — wir nennen sie Z; — die den Startknoten s enthalt und mindestens
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einer weiteren Z,. Da jeder Pfad von s zu einem Knoten in Z, den Knoten v
enthalten muss, wissen wir dass gelten muss:

1 = dfs[s] < dfs[v] < dfs[w] fir alle w € Z,.

Und da G[Z,] eine Zusammenhangskomponente in G[V \ {v}] ist, kann es
keine Kanten von einem Knoten w aus Z, zu einem Knoten in V\ ({viUZ;)
geben. Der 1ow-Wert eines jeden Knotens in Z, ist daher mindestens dfs[v].

Nehmen wir nun an, dass der Knoten v # s kein Artikulationsknoten
ist. Seien wy, Wy, ..., w; die Nachbarknoten von v in T. Genau einer dieser
Knoten hat einen dfs-Wert kleiner als derjenige von v. Ohne Einschrankung
sei dies wy. Der Baum T sieht also wie folgt aus:

[ B

Nach Konstruktion des DFS-Algorithmus kann es keine Kante zwischen
irgend zwei der an den Knoten wy,...,w, verankerten Teilbaume geben.
Da andererseits nach Annahme v kein Artikulationsknoten ist, muss es aus
jedem dieser Baume eine Restkante zu einem Knoten mit kleinerer dfs-
Nummer als v geben, denn sonst ware dieser Baum in G[V \ {v}] nicht in
derselben Komponente wie wy. Insgesamt haben wir daher gezeigt:

v ist Artikulationsknoten
& v =sund s hat in T Grad mindestens zwei, oder

v # s und es gibt w € V mit {v,w} € E(T) und low[w] > dfs[v].

Die low-Werte kann man effizient berechnen, in dem man diese jeweils
mit dfs[v] initialisiert, fiir jeden Nachfolgerknoten gegebenenfalls anpasst
und den kleinsten gefundenen Wert retourniert. Damit ergibt sich dann
folgender Algorithmus:
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DFS-VisiT(G,v)

1: num ¢ num-+ 1|

2: dfs[v] < num

3: low[v] « dfs[v]

4: isArtVert[v] ¢ FALSE

5: for all {v,w} € E do

6: if dfs[w] = 0 then

7 T T+{v,w}

8: val « DFS-VisiT(G,w)
9: if val > dfs[v] then

10: isArtVert|[v] < TRUE
11: low[v] «+ min{low[v], val}
12: else dfsfw] #0 and {v,w} ¢ T
13: low[v] < min{low[v], dfs[w]}

14: return low[v]

Wir miissen dabei beachten, dass die Berechnung von isArtVert[v] durch
DF'S-VisiT(G,v) fiir den Startknoten v = s falsch sein konnte. Wir miissen
die Rahmenprozedur deshalb noch durch eine Abfrage erganzen, um diesen
Sonderfall zu korrigieren:

DFS(G,s)

1: YWweV: dfsv]«0
2: num < 0
3T« 0

4: DFS-VisiT(G, s)
5

6

7

8

. if s hat in T Grad mindestens zwei then
isArtVert[s] ¢« TRUE

. else
isArtVert[s] ¢« FALSE

Damit erhalten wir folgenden Satz:

Satz 1.27. Fiir zusammenhdngende Graphen G = (V,E), die mit Ad-
jazenzlisten gespeichert sind, kann man in Zeit O(|E|) alle Artikula-
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tionsknoten berechnen.

1.4.2 Briicken

Artikulationsknoten sind Zertifikate dafiir, dass ein zusammenhangender
Graph nicht 2-zusammenhangend ist. Analog hierfiir sind Briicken Zer-
tifikate, dass ein zusammenhangender Graph nicht 2-kanten-zusammen-
hangend ist. Formal definieren wir hierfiir: eine Kante e € E in einem
zusammenhdngenden Graphen G = (V,E) heisst Bricke, wenn der Graph
(V,E \ {e}) nicht zusammenhangend ist.

Beispiel 1.26 (Fortsetzung) Der Graph aus Beispiel 1.26 enthélt zwei Briicken: die Kanten
zwischen den Knoten mit dfs-Nummern 3 und 4 bzw. 1 und 10.

Aus der Definition einer Briicke folgt sofort, dass ein Spannbaum immer
alle Briicken des Graphen enthalten muss. Insbesondere kommen daher als
Briicken nur die Kanten eines Tiefensuchbaumes in Frage. Ebenfalls sieht
man sofort, dass jeder in einer Briicke enthaltene Knoten entweder ein
Artikulationsknoten des Graphen ist oder in G Grad Eins hat. Verwenden
wir jetzt wieder die im vorigen Abschnitt eingefithrten Nummerierungen
dfs und low, so sieht man leicht ein: eine (gerichtete) Kante (v, w) des
Tiefensuchbaumes T ist genau dann eine Briicke, wenn low[w] > dfs[v].
Damit lasst sich also der Tiefensuchalgorithmus aus dem vorigen Abschnitt
so anpassen, dass er nicht nur alle Artikulationsknoten sondern zudem auch
alle Briicken berechnet.

Satz 1.28. Fiir zusammenhédngende Graphen G = (V, E), die mit Ad-
jazenzlisten gespeichert sind, kann man in Zeit O(|E|) alle Artikula-
tionsknoten und alle Briicken berechnen.

1.4.3 Block-Zerlegung

Wie konnen wir die Berechnung von Artikulationsknoten und Briicken
nun algorithmisch nutzen? Hierzu zunéchst eine Proposition/Definition des
Konzepts Block.?

3Manchmal nennt man Blécke auch 2-Zusammenhangskompenten. Das ist aber nicht
ganz konsequent, denn ein Block kann auch aus einer einzigen Kante bestehen. Diese ist
dann automatisch eine Briicke.
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Definition/Proposition 1.29. Sei G = (V,E) ein zusammenhdngender
Graph. Fiir e, f € E definieren wir eine Relation durch

e~ f:& e = f oder es gibt einen gemeinsamen Kreis durch e und f.

Dann ist diese Relation eine Aquivalenzrelation. Wir nennen die Aqui-
valenzklassen Blocke.

Beweis. Wir miissen uns iiberlegen, dass die Relation eine Aquivalenzre-
lation ist. Sie ist offenbar reflexiv und symmetrisch. Die Transitivitat ist
etwas schwieriger direkt zu zeigen ist. Hier hilft aber der Satz von Menger
weiter. Nehmen wir an, dass fiir e = {u.,ve}, f = {ug,v¢}, g = {ug,vg} € E
gilt, dass e ~ f und f ~ g. Dann miissen wir zeigen, dass e ~ g gilt. Wir
konnen annehmen, dass e, f, g paarweise verschieden sind, da die Aussage
sonst trivial wird. Wir fligen nun einen “Mittelknoten” w, in die Kante
e ein, d.h. w, ist zu u. und v, adjazent, und diese beiden Verbindungen
ersetzen die Kante e. Ebenso fiigen wir Mittelknoten w¢ bzw. wy in f bzw.
g ein. Dann impliziert e ~ f, dass es im neuen Graphen zwei intern knoten-
disjunkte Wege von w, nach wy gibt. (Die beiden Abschnitte des Kreises
durch e und f.) Ebenso gibt es wegen f ~ g zwei intern knotendisjunkte
Wege von wy nach wy. Nach dem Satz von Menger gibt es also keinen we-
we-Separator der Grosse 1, und auch keinen we-wg-Separator der Grosse 1.
Da man weder w, von w; noch wy von wy trennen kann, gibt es auch kei-
nen we-wg-Separator der Grosse 1. Wiederum nach dem Satz von Menger
heisst das, dass es zwei intern knotendisjunkte Pfade von w, nach w, gibt.
Damit liegen e und g in G auf einem Kreis. U

Man iiberlegt sich nun leicht, dass sich zwei Blocke — wenn tiberhaupt —
nur in einem Artikulationsknoten schneiden kénnen. Wir konnen fiir einen
Graphen G daher einen Graphen T, die sogenannte Block-Zerlegung von G,
wie folgt definieren, siehe auch Abbildung 1.11. T ist ein bipartiter Graph
mit Knotenmenge V = A W B, wobei A die Menge der Artikulationsknoten
von G und B die Menge der Blocke von G ist. (Jeder Block entspricht also
einem Knoten in T). Wir verbinden einen Artikulationsknoten a € A mit
einem Block b € B genau dann, wenn a inzident zu einer Kante in b ist.
Dann ist T immer noch zusammenhangend, wenn es T war. Ausserdem ist
T kreisfrei, denn jeder Kreis in T liesse sich in einen Kreis in G iibersetzen,
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der Kanten aus mindestens zwei verschiedenen Blocken enthalt — ein Wi-
derspruch, denn Kanten auf einem Kreis liegen ja per Definition immer im
selben Block. Der Graph T ist also ein Baum.

Abbildung 1.11: Ein Graph und seine Block-Zerlegung.

Mit den Algorithmen aus den vorigen Abschnitten lasst sich die Block-
Zerlegung eines Graphen in linearer Zeit bestimmen. Eine solche Block-
Zerlegung kann trivial sein und nur aus einem einzigen Block bestehen.
Wenn sie aber aus mehreren Blocken besteht, dann hat man algorithmisch
viel gewonnen. Die meisten Probleme lassen sich auf natiirlich Art und
Weise an Artikulationsknoten in Teilprobleme zerlegen, sodass man einen
Ansatzpunkt fiir Divide-and-Conquer oder fiir Dynamische Programmie-
rung hat. Dynamische Programmierung funktioniert tibrigens oft immer
noch, wenn man etwas grossere Separatoren hat. Auf manchen Graphklas-
sen hat man immer vergleichsweise kleine Separatoren. So hat zum Beispiel
jeder planare Graph einen Separator der Grosse O(\/M ), der sich auch ef-
fizient bestimmen lasst. Wir verweisen auf weiterfiihrende Vorlesungen zur
Graphentheorie fiir Details. Es ist aber eine gute Ubung, sich zu iiberlegen,
wie man klassische Probleme (all-pairs shortest paths, Matchings, Farb-
barkeit, ...) in Teilprobleme zerlegen kann, wenn man einen Separator der
Grosse s = 2 in einem Graphen hat.
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1.5 Kreise

In diesem Abschnitt wollen wir zwei Arten von besonderen “Kreisen” in
Graphen betrachten: Kreise die alle Kanten bzw. alle Knoten des Graphen
genau einmal enthalten.

1.5.1 Eulertouren

Die erste Art eines solchen “Kreises” (wie wir gleich sehen werden ist dieser
Kreis genau genommen ein Zyklus, daher die Anfiihrungsstriche) geht auf
Euler zuriick. LEONHARD EULER (1707-1783) war ein Schweizer Mathema-
tiker. Er gilt als einer der bedeutendsten und produktivsten Mathematiker,
die je gelebt haben. Er hat zu zahlreichen Gebieten der Mathematik und
Physik bedeutende Beitrage geliefert. Im Jahre 1736 veroffentlichte er eine
Arbeit, die sich mit dem Problem beschaftigte, ob es moglich sei, einen
Rundgang durch Konigsberg zu machen, bei dem man alle Briicken iiber
die Pregel genau einmal iiberquert. Diese Arbeit gilt als Ursprung der Gra-
phentheorie.

Definition 1.30. Eine Eulertour in einem Graphen G = (V,E) ist ein
geschlossener Weg (Zyklus), der jede Kante des Graphen genau ein-
mal enthalt. Enthalt ein Graph eine Eulertour, so nennt man ihn
eulersch.

Enthdlt G eine Eulertour, so ist der Grad deg(v) aller Knoten v € V
gerade, denn aus jedem Knoten geht man genauso oft ,hinein“ wie ,her-
aus“. Fir zusammenhangende Graphen gilt sogar die Umkehrung. Hiervon
iiberzeugen wir uns, indem wir einen Algorithmus angeben, der in einem
zusammenhdngenden Graphen G = (V| E), in dem alle Knotengrade gerade
sind, eine Eulertour findet. Hierfiir gehen wir wie folgt vor.

Zunachst wahlen wir einen beliebigen Knoten v € V und stellen uns
einen Laufer vor, der in v startet. Dieser lauft einen beliebigen Weg W ab
und loscht jede benutzte Kante aus dem Graphen. Insbesondere benutzt er
also jede Kante hochstens einmal. Der Laufer bleibt erst stehen, wenn er
einen isolierten Knoten erreicht, also einen Knoten, von dem keine Kante
mehr ausgeht. Wir werden nun zeigen, dass der Weg W ein Zyklus ist, also
wieder in v endet. Dazu nehmen wir zwecks Widerspruch an, dass der Weg
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in einem Knoten u # v enden wiirde. Nehmen wir weiter an, dass W den
Knoten u zuvor schon k-mal besucht hatte, fiir ein k € Ny. Dann wurden bei
jedem der k Besuche zwei zu u inzidente Kanten geldscht (eine beim Hinein-
und eine beim Hinauslaufen). Ausserdem wurde beim finalen Besuch eine
inzidente Kante geloscht (beim Hereinlaufen). Insgesamt wurden also 2k+1
zu U inzidente Kanten geloscht, was eine ungerade Anzahl ist. Da der Grad
von u in G, aber gerade war, ist er nach Loschen der Kanten in W noch
ungerade, also insbesondere nicht 0. Dies ist aber ein Widerspruch, weil
der Laufer ja nur in einem isolierten Knoten enden darf. Also haben wir
gezeigt, dass W ein Zyklus ist.

Falls W alle Kanten des Graphen enthalt, so ist W die gesuchte Euler-
tour. Sonst beobachten wir dass im verbleibenden Graphen nach wie vor
alle Grade gerade sind, weil es zu jedem Knoten in W eine gerade An-
zahl von inzidenten Kanten gibt (mdglicherweise 0). Nun suchen wir auf W
einen Knoten v/, von dem noch mindestens eine Kante ausgeht. Es muss
einen solchen Knoten geben, weil sonst die von W besuchten Knoten nicht
in derselben Zusammenhangskomponente wie die restlichen Kanten waren,
was im Widerspruch zum Zusammenhang von G steht. Wie zuvor lassen
wir den Laufer einen Zyklus W' suchen, diesmal aber von v’ aus startend.
Nach wie vor 1oscht der Laufer jede besuchte Kante aus dem Graphen. Dann
vereinen wir die beiden Zyklen W und W’ zu einem neuen Zyklus W5, in-
dem wir zundchst W bis zum Knoten v/, dann den Zyklus W’ und dann
den Rest des Zyklus W ablaufen. Wiederum gilt: falls W, alle Kanten des
Graphen enthalt, so ist W, die gesuchte Eulertour. Falls nicht, finden wir
einen Knoten vj auf W;, von dem noch mindestens eine Kante ausgehen,
und und verfahren wiederum wie oben.

Zur Realisierung des Algorithmus miissen wir |E[-mal von einem gege-
benen Knoten eine inzidente Kante finden, und diese Kante anschliessend
aus dem Graphen loschen. Mit geeigneten Datenstrukturen sind bei Ope-
rationen in Zeit O(1) moglich. Ebenso konnen wir zwei Zyklen in Zeit O(1)
zu einem Zyklus kombinieren, wenn wir sie als verlinkte Listen speichern.
Die einzige Schwierigkeit ist es, jeweils einen Knoten v/ auf W zu finden,
von dem noch Kanten ausgehen. Dazu benutzen wir folgenden Trick. Neben
dem bisherigen Laufer, den wir als schnellen Laufer S bezeichnen, benut-
zen wir auch einen langsamen Ldaufer L. Der langsame Laufer startet im
selben Knoten v wie der schnelle Laufer. Er bewegt sich jedoch grundsatz-
lich nur, wenn der schnelle Laufer in einem isolierten Knoten feststeckt. In



KAPITEL 1. GRAPHENTHEORIE 45

start

v

Abbildung 1.12: Der erste (schwarz) und zweite (rot) Weg des schnellen
Laufers S. Nach dem ersten Weg bleibt der schnelle Laufer stecken. Da-
nach bewegt sich der langsame Laufer entlang der ersten Kante nach v und
entdeckt, dass es von dort noch unbenutzte Kanten gibt. Dann lauft der
schnelle Laufer von v aus die rote Tour ab und vereinigt die beiden. Ansch-
liessend lduft der langsame Laufer die restliche Tour ab (erst den roten Teil,
dann den restlichen schwarzen), entdeckt aber keine weitere ausgehenden
Kanten.

Abbildung 1.13: Die Wege von S und L vereint.

dem Fall lauft der langsame Laufer den Weg W entlang. An jedem Kno-
ten u priift er, ob noch Kanten von u ausgehen. Falls ja, startet S einen
weiteren Zyklus von u ausgehend und aktualisiert W. Dann setzt L seine
Suche mit dem aktualisierten Weg W fort. Wir beachten, dass sich der Teil
von W, den L schon zuriickgelegt hat, durch die Operationen von S nicht
andert, da von diesem Teilweg ja keine Kanten mehr ausgehen. Dies setzen
wir fort, bis L den Weg W einmal komplett abgelaufen hat. Danach wissen
wir, dass von den Knoten auf W keine Kanten mehr ausgehen, dass W
also die finale Eulertour ist. Die zusatzliche Zeit, die wir fiir L aufwenden
miissen, ist O(|E|), da er ja jede Kante im Graphen genau einmal ablduft.
Insgesamt lauft der Algorithmus damit in Zeit O(|E|). In diesem Beispiel-
code sieht man in RANDOMTOURG, wie aus dem Graphen die Kanten nach
und nach entfernt werden:
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EULERTOUR(G, Vstart)

// Schneller Laufer
W «RANDOMTOURG (Vstart)
// Langsamer Ldufer
ylangsam . Startknoten von W.
while v'e"95a™ jst nicht letzter Knoten in W do
v « Nachfolger von v'en9se™ in W
if Ng(v) # 0 then
W'+ RANDOMTOURG(V)
// Erginze W =W, + (v) + W, um die
/) Tour W' = (vi =v, V) ...,V 1, V{ =V)
W «— W] —+ W/ =+ Wz
vtangsam . Nachfolger von v'¢m"9se™ in W

. return W

N
= O

=
w N

RANDOMTOURG (Vstart)

10 V& Vgart

2: W (v)

3: while Ng(v) # 0 do

4: Wahle v, aus Ng(v) beliebig.
5 Hange v, an die Tour W an.
6 € {V> vnext}

7 Losche e aus G.
8

9

: V ¢ Vnext
. return W

Wir haben damit den folgenden Satz gezeigt.

Satz 1.31. a) Ein zusammenhéngender Graph G = (V,E) ist genau
dann eulersch, wenn der Grad aller Knoten gerade ist.

b) In einem zusammenhédngenden, eulerschen Graphen kann man eine
Eulertour in Zeit O(|E|) finden.

Dieser Satz gilt generell auch fiir Multigraphen, da der obige Algorithmus
analog auch auf Multigraphen funktioniert.
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Damit ist tiber Eulertouren eigentlich alles gesagt: Wir wissen, wie wir
einem Graphen ansehen konnen, ob er eine solche Tour enthalt. Und wie wir
die Tour, wenn sie denn existiert, effizient finden kénnen. Damit konnen wir
uns dem zweiten Problem zuwenden: der Suche nach einem Kreis, der jeden
Knoten des Kreises genau einmal enthalt. Wie wir gleich sehen werden, ist
dieses Problem ungleich schwieriger.

1.5.2 Hamiltonkreise

In diesem Abschnitt interessieren wir uns fiir Kreise (diesmal wirklich fiir
Kreise!), die jeden Knoten des Graphen genau einmal enthalten. Als Anwen-
dungsbeispiel kann man sich hier ein Rechnernetz vorstellen, in dem man
im Hintergrund einen Prozess laufen lassen mochte, der zyklisch alle Knoten
durchlauft und so fiir einen Informationsaustausch oder eine Synchronisa-
tion der Rechner sorgt. Gesucht ist hierfiir ein Kreis, der alle Knoten des
Graphen enthalt. Erstmals wurde dieses Problem von WiLLiAM HAMILTON
(1805-1865) betrachtet. Hamilton war ein irisches Universalgenie: In sei-
ner Jugend entwickelte er den Ehrgeiz, genauso viele Sprachen zu sprechen
wie er Jahre alt war (dies hat er angeblich bis zu seinem siebzehnten Le-
bensjahr durchgehalten), schon vor Beendigung seines Studiums wurde er
zum Koniglichen Irischen Astronomen ernannt. Die nach ihm benannten
Kreise untersuchte er im Zusammenhang mit einem von ihm entwickelten
Geschicklichkeitsspiel.

Definition 1.32. Ein Hamaltonkreis in einem Graphen G = (V,E) ist
ein Kreis, der alle Knoten von V genau einmal durchlauft. Enthalt
ein Graph einen Hamiltonkreis, so nennt man ihn hamazltonsch.

Beispiel 1.33. Nicht jeder Graph enthélt einen Hamiltonkreis. Fiir den Wiirfel Hs ist es
nicht schwer einen Hamiltonkreis zu finden (durch fette Kanten symbolisiert). Der rechts
dargestellte, sogenannte Petersen-Graph, benannt nach dem déanischen Mathematiker
JuLius PETERSEN (1839-1910), enthédlt andererseits keinen Hamiltonkreis.
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Ein klassisches Anwendungsbeispiel ist das Problem des Handlungsrei-
senden (engl. Traveling Salesman Problem). Ein Vertreter mochte zum Be-
such seiner Kunden seine Rundreise moglichst effizient organisieren. Stellt
man sich hier die zu besuchenden Stadte als Knoten eines Graphen vor
und verbindet zwei Stadte, wenn es eine direkte Flugverbindung zwischen
diesen beiden Stadten gibt, so gibt es genau dann eine Rundreise durch alle
Stadte, bei der keine Stadt mehrfach besucht wird, wenn der Graph einen
Hamiltonkreis enthdlt. (Fiir realistischere Varianten dieses Problems ver-
sieht man die Kanten des Graphen beispielsweise noch mit Kosten und wird
dann nach einem Hamilitonkreis suchen, der die Gesamtkosten minimiert.)

Ein exponentieller Algorithmus

Wie sieht es mit Algorithmen fiir das Finden eines Hamiltonkreises aus?
Dies stellt sich als schwieriges Problem heraus. RICHARD KARP hat 1972
bewiesen, dass das zugehorige Entscheidungsproblem ,, Gegeben ein Graph
G = (V,E), enthdlt G einen Hamiltonkreis?* N'P-vollstdndig ist. Auf die
Definition und Bedeutung des Begriffs NP-Vollstandigkeit kann hier nicht
weiter eingegangen werden (das ist Thema einer Einfilhrungsvorlesung zur
Theoretischen Informatik). Gesagt sei hier nur, dass dies impliziert, dass
man davon ausgeht?, dass es keinen Algorithmus gibt, der entscheidet, ob
ein Graph hamiltonsch ist und dessen Laufzeit polynomiell in der Grosse
des Graphen (also in der Anzahl Knoten und Kanten) ist.

ODb ein Graph einen Hamiltonkreis enthalt, lasst sich natiirlich dadurch
testen, dass man fiir jeden moglichen Hamiltonkreis (davon gibt es %(n—] )!
viele — Ubung!) nachsieht, ob alle fiir ihn notwendigen Kanten in dem
Graphen vorhanden sind. Statt die Details hierfiir auszufiihren, geben wir
im Folgenden einen Algorithmus an, dessen Komplexitat “nur” exponentiell
in der Anzahl Knoten des Graphen ist®. Hierfiir kommt einmal mehr das

4In der Vorlesung Theoretische Informatik werden Sie die Komplexititsklassen P
und NP kennen lernen. P steht fiir Probleme, die man in polynomieller Laufzeit (in
der Grosse der Eingabe) 16sen bzw. entscheiden kann. N'P-vollstandige Probleme sind die
“schwierigsten” Probleme in der Klasse N'P. Man geht allgemein davon aus, dass P # NP,
aber dies wurde noch nicht bewiesen.

5Zur Einordnung: Es gilt k! > (k/2)*/? fiir alle k € N. Im Binérsystem ist die Stel-
lenzahl von k! daher log,(k!) > k/2log(k/2) = ©(klogk). Dagegen hat 2¥ nur k Stellen
im Bindrsystem. Die Stellenzahl von k! ist also asymptotisch grésser als die von 2¥. Das
bedeutet, dass %(n—1 )! asymptotisch viel(!) grésser ist als 2™. Zum Vergleich: n? hat 'nur’
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Prinzip der dynamischen Programmierung zum Einsatz.

Sei G = (V, E) ein Graph, wobei wir annehmen wollen, das V = [n] gilt.
Zunachst iiberlegen wir uns, dass es gentiigt zu testen, ob es ein x € N(1)
gibt, fiir das es einen 1-x-Pfad gibt, der alle Knoten aus V = [n] enthailt.
In der Tat: Wenn es einen Hamiltonkreis in G gibt, so enthalt dieser Kreis
den Knoten 1 und eine Kante von 1 zu einem Nachbar x € N(1). Der
Hamitonkreis ohne diese Kante ist dann der gesuchte 1-x-Pfad.

Um zu testen, ob es solch ein x € N(1) gibt, definieren wir fiir alle
Teilmengen S C [n] mit 1 € S und fiir alle x € S mit x # 1:

)

p 1, es gibt in G einen 1-x-Pfad, der genau die Knoten aus S enthalt
Sx =
0, sonst.

Dann gilt:
G enthalt einen Hamiltonkreis = dx € N(1) mit Pyyx =1

und wir konnen die Werte Ps, mit Hilfe der dynamischen Programmierung
berechnen. Dazu iiberlegen wir uns zunédchst, dass fiir die Mengen S = {1, x}
offenbar gilt: Ps, = 1 genau dann, wenn {1,x} € E. Damit haben wir die
Initialisierung geschafft. Fir die Rekursion von Mengen der Grosse s auf
Mengen der Grosse s + 1, flir s > 2, liberlegen wir uns zunachst folgendes:
Ps« ist genau dann gleich Eins, wenn es ein x’ € N(x) gibt mit x’ # 1 und
Ps\x' = 1, denn ein 1-x-Pfad mit Knoten aus S muss ja einen Nachbarn x’
von x als vorletzten Knoten enthalten. Und der Pfad von 1 bis zu diesem
Knoten x' ist dann ein 1-x'-Pfad, der genau die Knoten aus S \ {x} enthalt.
Es gilt also:

Psx = max{Ps\;xx | X' € SO N(x),x" # 1}.

Damit erhalten wir folgenden Algorithmus:

doppelt so viele Stellen wie n, der Unterschied zwischen n? und n ist also viel geringer.
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HaMILTONKREIS (G = ([n], E))

=

/) Initialisierung
: forall x € [n], x # 1 do
1, falls{l,x} € E
xx =

)

w

0, sonst

// Rekursion
for all s =3 ton do
forall S C [n] mit 1 € S und |S| =s do
forallx € S, x # 1 do
PS,X = maX{Pg\{x},X/ | x' esSn N(X),XI 7& ]}
// Ausgabe
10: if 3x € N(1) mit Py, =1 then
11: return G enthalt Hamiltonkreis

12: else
13: return G enthilt keinen Hamiltonkreis

Satz 1.34. Algorithmus HAMILTONKREIS ist korrekt und benotigt Spei-
cher O(n - 2") und Laufzeit O(n? - 2"), wobei n = |V].

Bewers. Die Korrektheit des Algorithmus haben wir bereits gezeigt. Der
benotigte Speicherplatz wird dominiert durch die Anzahl Werte Ps,, die wir
berechnen miissen. Dies sind 2"~ viele Mengen S und jeweils héchstens n—1
viele verschiedene Werte fiir x. (Genau genommen miissen wir uns jeweils
nur die Werte fiir alle Mengen der Grosse s und diejenigen der Grosse
s+ 1 merken. Wenn man dies durchrechnet, fithrt dies zu O(y/n - 2"), aber
darauf wollen wir hier nicht eingehen.) Die Laufzeit wird dominiert durch
die dreifache for-Schleife. Diese lasst sich wie folgt abschatzen:

n

Z Z > Ol Z< > (s —1)-O(n) = O(n?2"),

nl,1€S,|S|=s x€S,x5£1 s=3

wie behauptet. Hier haben wir verwendet, dass 5 ', (”;]> =2"list. O
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Verbesserung: exponentielle Laufzeit, aber polynomieller Speicher®

Wir haben also einen Algorithmus gesehen, der exponentielle Laufzeit und
Speicher benétigt. Da das Problem N P-vollsténdig ist, wére es auch hochst
iiberraschend, wenn wir einen Algorithmus mit polynomieller Laufzeit fin-
den konnten. Aber ist der hohe Speicherbedarf ebenfalls notwendig? Tat-
sachlich ist ein zu hoher Speicherbedarf in der Regel noch verheerender als
eine hohe Laufzeit. Fiir Hamiltonkreise stellt sich heraus, dass man den
Speicherbedarf elegant und drastisch verringern kann, indem man zahlt,
wie viele Hamiltonkreise es gibt. Dazu brauchen wir ein zentrales Prinzip
aus der Kombinatorik, das Prinzip der Inklusion und Exklusion, auch
Siebformel genannt.

Satz 1.35. (Siebformel, Prinzip der Inklusion/Ezklusion) Fiir end-
liche Mengen Ay,..., A, (n > 2) gilt:

n

= > (=N" ) AN NA

n

UA

i=1 1=1 1< <<y <n
n
= E |Ai — E Ay, NALl+ E |Ai, NAL, NAL]
i=1 1<i1<i<n 1<i1<iz<iz<n

—---+(—1)“+1-!A1ﬂ---ﬂAn!.

Es ware nicht schwer, wenn auch etwas technisch, Satz 1.35 direkt zu be-
weisen. Wir werden jedoch spater sehen, dass die Siebformel in der obigen
Form nur ein Spezialfall von einer allgemeinen Aussage aus der Wahrschein-
lichkeitstheorie ist (Satz 2.5). Diese Verallgemeinerung hat einen elegante-
ren und natiirlichen Beweis (Beispiel 2.36), deshalb verzichten wir an dieser
Stelle auf den Beweis von Satz 1.35.

Wir illustrieren die grundlegenden Ideen hinter Satz 2.5 jedoch, indem
wir die Spezialfdlle n = 2 und n = 3 explizit betrachten. Fiir n = 2 lautet
die Formel

|AT U A, = |Aq] + [Ag] — [A1 N A,

Diese ist sehr leicht zu begriinden: Wenn wir die Elemente aus A; U A,
zahlen wollen, dann konnen wir erst die Elemente aus A; zahlen, und dann

8Dieser Abschnitt wird in der Vorlesung nicht behandelt und ist daher auch nicht
priifungsrelevant.
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die Elemente aus A,. Wenn wir das tun, haben wir alle Elemente aus A;NA,
jedoch doppelt gezahlt, und miissen diese daher wieder abziehen.
Fiir n = 3 lautet die Formel

|IATUALUA| = [A|H|A2| A3 — AT NAL | — AT N A [— AN A3 +HATNALNA;S

Abbildung 1.14 veranschaulicht den Fall n = 3. Man iberzeuge sich, dass
durch die im Satz angegebene Summe die Elemente in jeder der sieben
farblich markierten Teilmengen A; \ (A; U A3),...,A; N A; N A3 jeweils
genau einmal gezahlt werden.

Abbildung 1.14: Illustration zur Inklusion-Exklusion-Formel fiir n = 3.

Wie konnen wir das Prinzip der Inklusion und Exklusion nun ausnut-
zen, um Hamiltonkreise zu zdhlen? Sei dazu wieder G = (V, E) ein Graph
mit Knotenmenge V = [n]. Erinnern wir uns, dass das Zdhlen von We-
gen deutlich einfacher als das Zahlen von Pfaden ist. Daher wahlen wir
zunachst einen beliebigen Startknoten s € V und definieren fiir alle Teil-
mengen S C [n] mit v ¢ S die folgende Grosse:

Ws := { Wege der Lange n in G mit Start- und Endknoten s, der

keine Knoten in S besucht}.

Zundchst halten wir fest, dass wir die Grosse der Menge W effizient be-
stimmen konnen: Ist As die Adjazenzmatrix des induzierten Teilgraphen
G[V\S], dann steht [Ws| im Eintrag (s, s) der Matrix (As)", siehe Satz 1.13.
Zur Berechnung von (Ag)" brauchen wir n — 1 Matrixmultiplikationen
(oder O(logn) Matrixmultiplikation durch iteriertes Quadrieren), und je-
de Matrixmultiplikation konnen wir mit dem Algorithmus von Strassen in
Zeit O(n*?) ausfiihren. Insgesamt brauchen wir also Zeit O(n*®") (oder
O(n*8'1logn)) und Speicher O(n?).

Um die Verbindung zu Hamiltonkreisen herzustellen, beobachten wir
fir S = 0, dass die Menge Wj jeden Weg der Lange n mit Start- und
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Endknoten s enthalt. Insbesondere sind also alle Hamiltonkreise darin ent-
halten — sogar je zweimal, denn man kann jeden Hamiltonkreis in beiden
Richtungen ablaufen. Die Menge Wy enthalt aber noch viele ungewiinschte
Wege, namlich Wege der Lange n, die nicht alle Knoten besuchen. Diese
ungewiinschten Wege konnen wir beschreiben als ;- ; W/;;, denn die Men-
ge W(;, enthélt ja gerade die Wege, die den Knoten i nicht enthalten. Wir
halten also fest:

n

UWwWg >
i=1

1 n
=3 (!Wol +y (1" > |W{i1}ﬁ"'ﬂW{n}|>
1=1

1<iy<--<ii<n

1 n
=3 (IW@I + Z(—Ul Z |W{i1,...,i1}|> y
=

1<i<--<it<n

1
Zahl der Hamiltonkreise = 2 <|W@| —

wobel wir im zweiten Schritt die Siebformel eingesetzt haben. Im dritten
Schritt haben wir Wy, N --- N Wy, = Wy,,..i,) benutzt, was eine reine
Umschreibung ist — in beiden Fallen geht es um die Menge der Wege, die
keinen der Knoten 1y,...,1; enthalten.

Dank dieser Formel konnen wir leicht einen speichereffizienten Algorith-
mus zum Zahlen von Hamiltonkreisen angeben.

ZAHLE HAMILTONKREISE (G = ([n],E))

1: s:=1. // willkirlich gewahlt

2 2= |Wq)|

3: forall SC n] mit s¢ZSund S#0 do

4: Berechne (Ws|. // mat der Adjazenzmatriz von G[V \ S].
5

6

7

Z:=Z+ (—1)Sws|.
 L:=1)2.
: return Z // Zahl der Hamiltonkreise in G

Da die for-Schleife iiber O(2") Teilmengen lauft, erhalten wir folgenden
Satz.”

"In unserem Modell, dass jede ganze Zahl mit Platz O(1) gespeichert werden kann.
Die hier auftretenden Zahlen sind sehr gross. Zum Beispiel ist das Endergebnis fiir den
vollstandigen Graphen ja %(n —1)!, was eine Zahl mit ©(nlogn) vielen Stellen ist. Aber
auch unter Beriicksichtigung dieser grossen Zahlen bleibt der Speicherbedarf polynomiell.
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Satz 1.36. Der Algorithmus ZAHLE HAMILTONKREISE berechnet die
Zahl der Hamiltonkreise in G = (V, E) und benétigt Speicher O(n?)
und Laufzeit O(n?% logn - 2™), wobei n = [V/.

1.5.3 Speazialfille

Erinnern wir uns: Ob ein Graph eine Eulertour enthalt kann man einfach
dadurch entscheiden, dass man sich die Grade aller Knoten ansieht. Fiir
das Problem des Hamiltonkreises ist nichts dhnliches bekannt und (da das
Problem N P-vollstdndig ist) geht man auch davon aus, dass es keine dhnli-
che schone und elegante Charakterisierung gibt. Fiir einige Spezialfalle gibt
es eine Charakterisierung jedoch sehr wohl. In diesem Abschnitt wollen wir
einige solche Ergebnisse vorstellen. Als erstes betrachten wir Gittergraphen
M n.-

Beispiel 1.37. Wann ist ein Gittergraph M, », hamiltonsch? — Betrachten wir zunachst ein
Beispiel. Fiir das 4 x 5 Gitter ist ein Hamiltonkreis schnell gefunden:

Schnell sieht man auch ein, dass man auf dhnliche Weise immer dann einen Hamilton-
kreis in M, ,, finden kann, falls m oder n gerade ist. Falls hingegen sowohl m als auch n
ungerade, so gibt es keinen Hamiltonkreis. Dies konnen wir wie folgt einsehen. Sei [m] x [n]
die Knotenmenge des m x n Gitters. Dann sind zwei Knoten (i,j) und (k,{) genau dann
benachbart, falls [i—k|+|j—£| = 1. Bezeichnen wir i+j mod 2 die Paritdt des Knoten (1, j),
folgt sofort, dass benachbarte Knoten unterschiedliche Paritdt haben. Damit ergibt sich:
In einem Weg gerader Lange haben Anfangs- und Endpunkt gleiche Paritat, in einem Weg
ungerader Lange ist die Paritat unterschiedlich. Betrachte nun einen Hamiltonkreis, falls
denn so einer existiert. Er hat die Lange mn. Ein solcher Kreis ist ein Weg der einerseits
im gleichen Knoten endet wie er beginnt, andererseits, ist mn ungerade, ist die Paritat
von Anfangs- und Endknoten unterschiedlich — offensichtlich ein Widerspruch.

In obigem Beispiel haben wir ein sogenanntes Paritatsargument ver-

wendet. Dieses konnen wir noch verallgemeinern. Den (einfachen) Beweis
hierfiir iiberlassen wir dem Leser.
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Lemma 1.38. Ist G = (AW B, E) ein bipartiter Graph mit |A| # |B|, so
kann G keinen Hamiltonkreis enthalten. (]

Als nachstes betrachten wir einen d-dimensionalen Hyperwiirfel Hy. Wir
erinnern uns: Die Knotenmenge von Hy ist {0, 1}¢, also die Menge aller 0-
1-Folgen der Lange d. Und zwei Knoten sind genau dann durch eine Kante
verbunden, wenn ihre beiden O-1-Folgen sich an genau einer Stelle unter-
scheiden. Fiir d = 3 haben wir bereits auf Seite 47 gesehen, dass Hj einen
Hamiltonkreis enthalt. Fiir d = 2 ist das ebenfalls leicht einzusehen, da
ein H; nichts anderes ist als ein Kreis der Lange vier. Es gilt aber ganz
allgemein: Der d-dimensionale Hyperwiirfel enthalt fiir jedes d > 2 einen
Hamiltonkreis. Wir zeigen dies durch Induktion iiber d. Fiir d = 2,3 haben
wir dies bereits gezeigt. Fiir den Induktionsschritt d = d+ 1 gehen wir wie
folgt vor. Zunachst betrachten wir alle Knoten im (d + 1)-dimensionalen
Hyperwtiirfel, fiir welche die letzte Koordinate O ist. Diese Punkte induzie-
ren (indem man die letzte Koordinate “ignoriert”) einen d-dimensionalen
Hyperwiirfel und wir wissen daher nach der Induktionsannahme, dass es
einen Kreis durch alle diese Punkte gibt. Statt diesem Kreis betrachten wir
jetzt nur einen Pfad durch alle diese Knoten, und zwar jenen, der im Kno-
ten 00...0 des Hy beginnt. Schreiben wir diesen Pfad jetzt zweimal hin,
und zwar einmal vorwarts und einmal rickwarts, so konnen wir die erste
Kopie hinten um eine Null erganzen und die zweite Kopie durch eine Eins,
und erhalten so einen Pfad von 0...00 nach 0...0T durch alle Knoten des
Hg4,1. Und da die beiden Knoten 0...00 und 0...01 benachbart sind, ist
dies dann ein Hamiltonkreis fiir Hq.;. Das folgende Schaubild illustriert
diese Konstruktion fiir d = 2:

O O = = - — O O
e B T )
— - - O O OO

0

Einen Hamiltonkreis im d-dimensionalen Hyperwiirfel kann man auch be-
nutzen, um eine Codierung der ersten 2¢ natiirlichen Zahlen zu erhalten,
die eine oftmals sehr niitzliche zusatzliche Eigenschaft haben.
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Beispiel 1.39. Ublicherweise codiert man natiirliche Zahlen durch den sogenannten Binar-
code, dem die Darstellung einer Zahl als Summe von Zweierpotenzen zugrunde liegt: 45
codiert man wegen 45 =1-254+0-2* +1-23 +1-224+1-2" 4 1-2° beispielsweise als
101101. Fiir manche Anwendungen hat der Bindrcode jedoch einige gravierende Nachtei-
le. Ubertragt man beispielsweise die einzelnen Ziffern der Zahl parallel, so kénnen leichte
Zeitverschiebungen bei der Ubertragung zu seltsamen Effekten fiihren. Andert sich bei-
spielsweise der Wert 3 (Bindrcode 011) auf den Wert 4 (Bindrcode 100), so kann eine zu
schnelle Ubertragung der fithrenden Ziffer dazu fithrend, dass wir kurzzeitig den Wert 7
(Bindrcode 111) empfangen. Solche Artefakte verhindert der sogenannte Gray-Code, be-
nannte nach dem amerikanischen Physiker FRANK GRAY (1887-1969), welcher 1953 ein
Patent auf dieses Verfahren erhielt. Der Gray-Code ist ein stetiger Code, bei dem sich
benachbarte Codeworter nur in einer einzigen bindren Ziffer unterscheiden. Dies erreichen
wir, indem wir die Zahl 1 als den i-ten Knoten eines Hamiltonkreises im Hg4 codieren.
Mit den Gittergraphen und dem d-dimensionalen Hyperwiirfel haben
wir zwel spezielle Graphklassen kennengelernt, fiir die wir sehr leicht ent-
scheiden konnen, ob es einen Hamiltonkreis gibt und, falls ja, einen solchen
auch sofort angeben konnen. Ahnliches gilt fiir Graphen, die sehr viele

Kanten haben.

Satz 1.40 (Dirac). Wenn G = (V,E) ein Graph mit [V| > 3 Knoten
ist, in dem jeder Knoten mindestens |V|/2 Nachbarn hat, dann ist G
hamiltonsch.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Widerspruch. Nehmen wir also an, es
gibt einen Graphen G = (V, E) mit [V| > 3, in dem jeder Knoten mindestens
|V|/2 Nachbarn hat, der aber nicht hamiltonsch ist. Zunachst iiberlegen
wir uns, dass G zusammenhangend ist. Dazu betrachten wir zwei beliebige
Knoten x,y € V, x # y, und zeigen, dass es in G einen x-y-Pfad gibt. Wenn
{x,y} € E, so ist das klar. Ansonsten folgt aus deg(x), deg(y) > |V|/2, dass
N(x)NN(y) nicht leer sein kann; es gibt dann also einen x-y-Pfad der Lange
Zwel.

Nun betrachten wir einen (beliebigen) ldngsten Pfad P in G. Mit an-
deren Worten: Wir nehmen an, dass P = (vy,...,v) ein Pfad ist und es
keinen Pfad in G gibt, der mehr Kanten enthalt als der Pfad P. Schnell
iiberlegt man sich, dass alle Nachbarn von v; und vy Knoten des Pfades P
sein miissen, denn sonst konnten wir den Pfad P ja verlangern. Als nach-
stes iliberlegen wir uns, dass es ein 2 < i < k geben muss mit v; € N(v)
und vi_; € N(vy). Dies gilt, da nach Annahme v; zu mindestens |V|/2 vielen
Knoten v; mit 2 < i < k benachbart ist. Ware v zu keinem der entsprechen-
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den Knoten v;_; benachbart, konnte v nur zu héchstens k—1—|V|/2 < |V/2]|
Knoten benachbart sein, im Widerspruch zu unserer Annahme. Es gibt al-
so solch einen Knoten vi. Und (vi, Vi, Vii1y. ..y Vi, Vi1, Vi_2, ..., V2) ist dann
ein Kreis der Lange k. Fiir k = n ware dies ein Hamiltonkreis, den es nach
Annahme nicht gibt. Also ist k < n und somit existieren Knoten in V,
welche nicht auf diesem Kreis liegen. Da wir aber bereits wissen, dass G
zusammenhangend ist, wissen wir auch, dass mindestens einer der Knoten
dieses Kreises mit einem solchen Knoten 9 ausserhalb des Kreises benach-
bart sein muss — und wir erhalten daher einen Pfad der Lange k+ 1, indem
wir von ¥ zum Kreis laufen und von dort dann einmal den Kreis entlang.
Da es aber, nach Wahl von P, in G keine Pfade der Lange k+ 1 geben kann,
haben wir unseren gewiinschten Widerspruch. [

Unser Widerspruchsbeweis zeigt: Jeder Graph G = (V, E) mit minima-
lem Grad |V|/2 ist hamiltonsch. Wie aber findet man einen Hamiltonkreis
effizient? — Dazu iiberlegen wir uns zunachst, dass unser Beweis ja eigent-
lich recht konstruktiv war. Denn wir haben ein Verfahren angegeben, mit
dem wir in Zeit O(|V]|) aus einem Pfad der Lange k < n einen Pfad der
Lange k + 1 machen konnen bzw. aus einem Pfad der Lange n einen Ha-
miltonkreis. Beginnen wir daher mit einem beliebigen Pfad der Lange 1
(einer Kante), so erhalten wir auf diese Weise nach O([V|?) Schritten einen
Hamiltonkreis.

Beispiel 1.41. Die Schranke [V|/2 aus Satz 1.40 ist bestmoglich, wie das folgende Beispiel
zeigt. Nehmen wir an, dass |V| ungerade ist. Wir partitionieren V in V; und V, mit
V7] = (]V]—=1)/2 und [V3| = (|]V|+1)/2 und betrachten den vollstandig bipartiten Graphen
G = (Vi ¥V, V; x V,). Dann hat G minimalen Grad (|V| — 1)/2, kann aber keinen
Hamiltonkreis enthalten, da jeder Kreis in G abwechselnd Knoten aus V; und V, enthalten

muss, V; aber nur (|V|—1)/2 viele Knoten enthélt. (Die Konstruktion fiir [V| gerade ist
dhnlich und sei dem Leser iiberlassen.)

1.5.4 Das Travelling Salesman Problem

Eine Verallgemeinerung der Frage, ob ein Graph hamiltonsch ist, ist das
sogenannte Travelling Salesman Problem (oder deutsch: das Problem des
Handlungsreisenden).

TRAVELLING SALESMAN PROBLEM

GEGEBEN: ein vollstdndiger Graph K,, und eine Funktion ¢ : (“f) — N,

die jeder Kante des Graphen eine Lange zuordnet
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GESUCHT: ein Hamiltonkreis C in K,, mit

> t(e)=min{) ((e)|C’ ist ein Hamiltonkreis in K}

ecC ecC’

Leicht sieht man ein, dass das Travelling Salesman Problem allgemeiner
ist als die Frage ob ein Graph hamiltonsch ist. Dazu definieren wir fiir einen
Graphen G = (V,E) mit V = [n] Knoten eine Gewichtsfunktion ¢ durch

0, falls{u,v}eE

1, sonst.

t({u,v}) = {

Dann gilt offenbar: die Lange eines minimalen Hamiltonkreises in K, bzgl.
der Funktion { ist genau dann Null, wenn G einen Hamiltonkreis enthalt.
Das Travelling Salesman Problem ist daher sicherlich nicht einfacher zu
losen als die Frage, ob ein Graph hamiltonsch ist. Allerdings erlaubt uns
die Formulierung als Optimierungsproblem eine differenziertere Antwort:
statt nur JA oder NEIN konnen wir jetzt auch die Giite einer nicht opti-
malen Losung bewerten. Sei dazu wie oben K, ein vollstandiger Graph mit
Gewichtsfunktion ¢ : ([”]) — Np. Bezeichnen wir mit opt(K,,{) die Lange

2
einer optimale Losung, also

opt(Ky, ) :== min{Z {(e) | C ist ein Hamiltonkreis in K}
ecC

so konnen wir nunmehr jeden Hamiltonkreis in K,, mit der optimalen Lo-
sung vergleichen. Entsprechend spricht man von einem «-Approximations-
algorithmus, wenn der Algorithmus immer einen Hamiltonkreis C findet
mit

D te) < - opt(Ky, ).

ecC
Leider gilt jedoch:

Satz 1.42. Gibt es fiir ein o > 1 einen a-Approximationsalgorithmus
flir das TRAVELLING SALESMAN PROBLEM mit Laufzeit O(f(n)), so
gibt es auch einen Algorithmus, der fiir alle Graphen auf n Knoten
in Laufzeit O(f(n)) entscheidet, ob sie hamiltonsch sind.
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Beweis. Um diesen Satz einzusehen, miissen wir uns nur daran erinnern,
dass fiir die Gewichtsfunktion ¢, die wir eben eingefiihrt haben, gilt: opt(K,, ) =
0 genau dann wenn G hamiltonsch ist. Wegen o-0 = 0, fiir alle & > 1, muss
ein o-Approximationsalgorithmus daher, wenn G hamiltonsch ist, immer
einen Hamiltonkreis in G finden. [

Fiigen wir andererseits eine eigentlich sehr natiirliche Annahme an die
Gewichtsfunktion { hinzu, so andert sich die Situation grundlegend. Hierfiir
definieren wir das, wie man sagt, metrische Problem des Handlungsreisen-
den wie folgt:

METRISCHES TRAVELLING SALESMAN PROBLEM

GEGEBEN: ein vollstandiger Graph K, und eine Funktion ¢ : ([721]) — Ny
mit £({x,z}) < L({x,y}) + {{y,z}) fiir alle x,y,z € [n]

GESUCHT: ein Hamiltonkreis C in K,, mit

Z l(e) = min{Z £(e) | C’ ist ein Hamiltonkreis in K,}.
ecC ecC’

Die Bedingung {({x, z}) < £({x,y}) + £({y, z}) nennt man auch Dreiecksun-
gleichung. Sie besagt anschaulich: die direkte Verbindung zwischen zweil
Knoten x und z darf nicht langer sein als der “Umweg” iiber einen Kno-
ten y.

Satz 1.43. Fir das METRISCHE TRAVELLING SALESMAN PROBLEM
gibt es einen 2- Approximationsalgorithmus mit Laufzeit O(n?).

Bewers. Wir berechnen zunachst einen minimalen Spannbaum; dies geht

in Zeit O(n?), vgl. Satz 1.19. Anschliessend verwenden wir diesen Spann-
baum um daraus einen Hamiltonkreis zu berechnen. Die folgende Zeichnung

1llustriert dies:

Wir laufen also den Baum ‘aussen rum’ ab. Dabei wird jede Kante zwei Mal
durchlaufen. Die Gesamtldnge des entsprechenden (geschlossenen) Weges
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ist daher 2mst(K,, £), wobei mst(K,, ¢) die Linge eines minimalen Spann-
baum fiir den K,, mit Gewichtsfunktion ¢ sei. Als nachstes laufen wir diesen
Weg nochmals ab, lassen dabei aber alle Knoten aus, die wir bereits be-
sucht haben. Laufen wir zum Beispiel bei dem Knoten links oben los, so
erhalten wir dadurch den folgenden Hamiltonkreis:

Nach Annahme erfiillt { die Dreiecksungleichung. Daher wird die Lange des
Weges durch das Auslassen von Knoten sicher nicht langer (vielleicht sogar
kiirzer, aber das interessiert uns hier nicht). Wir erhalten somit auf diese
Weise einen Hamiltonkreis mit Lange hochstens 2mst(K,,, {).

Aus jedem Hamiltonkreis wird durch Weglassen einer beliebigen Kan-
te ein Spannbaum. Daher gilt fiir die Lange opt(K,,{) eines minimalen
Hamiltonkreises:

mst (K, ) < opt(Ky, €).

Insbesondere gilt daher fiir die Lange ((C) = >_
den Hamiltonkreises C, dass

ccc U(e) des von uns gefun-

£(C) < 20pt(K,,L).

Wir miissen uns nun noch iiberlegen, wie wir unser obiges anschauliche
Argument algorithmisch realisieren konnen. Dies ist verbliiffend einfach:
wir verdoppeln einfach jede Kante des minimalen Spannbaums. Dadurch
erhdlt jeder Knoten geraden Grad und wir konnen daher in Zeit O(n) eine
Eulertour finden (vgl. Satz 1.31); diese entspricht dem Weg aus unserer
ersten Zeichnung. Ausgehend von einem beliebigen Knoten durchlaufen
wir anschliessend die Eulertour (die nach Konstruktion aus genau 2(n —
1) Kanten besteht); dabei merken wir uns fiir jeden Knoten, ob wir ihn
schon durchlaufen haben. Immer wenn wir einen Knoten treffen, in dem
wir schon einmal waren, lassen wir diesen Knoten aus (formal: wir ersetzen
die beiden Kanten vor und nach diesem Knoten durch die entsprechende
direkte Verbindung). Auf diese Weise erhalten wir dann, wiederum in Zeit
O(n), einen Hamiltonkreis mit Lange < 2opt(Ky,{),. O
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Im nachsten Abschnitt werden wir sehen, dass wir — mit einem zusatz-
lichen Trick — den Faktor 2 aus Satz 1.43 sogar durch 3/2 ersetzen kénnen.

1.6 Matchings

Betrachten wir das folgende Zuordnungsproblem. Gegeben ist eine Menge
von Rechnern mit verschiedenen Leistungsmerkmalen (Speicher, Geschwin-
digkeit, Plattenplatz, etc.) und eine Menge von Jobs mit unterschiedlichen
Leistungsanforderungen an die Rechner. Gibt es eine Moglichkeit, die Jobs
so auf die Rechner zu verteilen, dass alle Jobs gleichzeitig bearbeitet werden
konnen? Graphentheoretisch konnen wir das Problem wie folgt formulieren:
Wir symbolisieren jeden Job und jeden Rechner durch einen Knoten und
verbinden einen Job mit einem Rechner genau dann, wenn der Rechner die
Leistungsanforderungen des Jobs erfiillt. Gesucht ist dann eine Auswahl der
Kanten, die jedem Job genau einen Rechner zuordnet und umgekehrt je-
dem Rechner hochstens einen Job. Eine solche Teilmenge der Kanten nennt
man ein Matching des Graphen.

Definition 1.44. Eine Kantenmenge M C E heisst Matching in einem
Graphen G = (V, E), falls kein Knoten des Graphen zu mehr als einer
Kante aus M inzident ist, oder formal ausgedriickt, wenn

enf=0 fir alle e,f € M mit e # f.

Man sagt ein Knoten v wird von M uberdeckt, falls es eine Kante
e € M gibt, die v enthalt. Ein Matching M heisst perfektes Matching,
wenn jeder Knoten durch genau eine Kante aus M iiberdeckt wird,
oder, anders ausgedriickt, wenn |[M| = |V|/2.

Beispiel 1.45. Ein Graph enthilt im Allgemeinen sehr viele Matchings. Beispielsweise ist
M = {e} fiir jede Kante e € E ein Matching. Abbildung 1.15. zeigt ein Matching (links) und
ein perfektes Matching (Mitte). Nicht jeder Graph enthélt jedoch ein perfektes Matching.
Fiir Graphen mit einer ungeraden Anzahl an Knoten ist dies klar. Es gibt aber sogar
Graphen mit beliebig vielen Knoten, deren grosstes Matching aus einer einzigen Kante
besteht. Als Beispiel, die sogenannten Sterngraphen (im Bild rechts), deren Kantenmenge
genau aus den zu einem Knoten inzidenten Kanten besteht.
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Abbildung 1.15: Matchings

Meist interessiert man sich dafiir in einem Graphen ein moglichst gros-
ses Matching zu finden. Hier ist es zunachst wichtig, dass man sich klar
macht, dass es zwel verschiedene Arten gibt, wie man “moglichst gross”
interpretieren kann.

Definition 1.46. Sei G = (V,E) ein Graph und M ein Matching in G.

e M heisst inklusionsmazimal, falls gilt MU{e} ist kein Matching
fiir alle Kanten e € E\ M.

e M heisst kardinalitdtsmazimal, falls gilt M| > |[M'| fiir alle
Matchings M’ in G.

(In der englischsprachigen Literatur hat sich die folgende abkiirzende Schreibwei-
se eingebiirgert: Ein mazimal matching bezeichnet ein inklusionsmaximales Mat-

ching, wihrend ein mazimum matching ein kardinalitdtsmaximales Matching ist.)

Ein inklusionsmaximales Matching hat also die Eigenschaft, dass man keine
Kante mehr hinzufiigen kann, ohne die Matching-Eigenschaft zu zerstoren.
Ein solches Matching muss aber nicht unbedingt kardinalitatsmaximal sein.
Dies sieht man sehr schon an einem Pfad mit drei Kanten: Das Matching,
das nur aus der mittleren Kante besteht ist inklusionsmaximal, aber nicht
kardinalitatsmaximal. Ein kardinalitatsmaximales Matching erhalt man,
wenn man die beiden ausseren Kanten wahlt. Ein kardinalitatsmaximales
Matching ist immer auch inklusionsmaximal.

1.6.1 Algorithmen

Ein inklusionsmaximales Matching kann man sehr einfach mit einem Greedy-
Algorithmus bestimmen:
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GREEDY-MATCHING (G)

. M«0

2: while E # 0 do

3: wahle eine beliebige Kante e € E

4: M «— M U{e}

5: losche e und alle inzidenten Kanten in G

Satz 1.47. Der Algorithmus GREEDY-MATCHING bestimmt in Zeit
O(|E[) ein inklusionsmaximales Matching Mgeeqy fiir das gilt:

1
|MGreedy| Z lemax|)

wobel M4« €in kardinalitatsmaximales Matching sei.

Bewes. Dass Mgreeqy €in inklusionsmaximales Matching ist, folgt unmit-
telbar aus der Konstruktion des Matchings: Wenn immer wir eine Kante
zum Matching hinzufiigen, 16schen wir genau alle Kanten aus dem Gra-
phen, die zukiinftig nicht mehr zum Matching hinzugefiigt werden konnen.
Und wir wiederholen dies, bis keine Kante mehr vorhanden ist.

Um die Ungleichung zu zeigen, betrachten wir die ezklusive Disjunkti-
on (auch ezklusives Oder oder Exor genannt) Mgreeay®Mumax := (MgreeayU
Miax) \ (Mgreeay MMmax) der beiden Matchings. Da Mg;eeay inklusionsma-
ximal ist, muss jede Kante aus M, mindestens eine Kante aus Mgreeay
berithren. Da M4« ein Matching ist, kann andererseits jeder Knoten aus
Mgreeay (von denen es 2[Mgyeeayl Viele gibt), nur eine Kante von Myiax
berithren. Aus beiden Fakten zusammen folgt daher [Mmaxl < 2[Mgreeayl,
woraus sich die behauptete Ungleichung durch eine elementare Umformung
ergibt. O

Im Beweis von Satz 1.47 ist uns erstmals ein Konzept begegnet, das sich
bei der Behandlung von Matchings als immens niitzlich erwiesen hat: die
Betrachtung des Exor von zwei Matchings. Wir wollen dies hier noch etwas
genauer ausfiihren.

Seien M; und M, zwei beliebige Matchings in einem Graphen G. Was
konnen wir iiber M ®M; sagen? — Zum einen wissen wir, dass jeder Knoten
in dem Graphen Gy = (V, M; & M,) Grad hochstens zwei hat. Die Zusam-
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menhangskomponenten des Graphen Gy, sind daher alles Pfade und/oder
Kreise, wobei alle Kreise gerade Lange haben miissen. (Warum?!).

Nehmen wir nun zusatzlich an, dass |[M;| < |[M;| gilt. Was kénnen wir
nun iber die Zusammenhangskomponenten in der Vereinigung M; U M,
sagen? — Wir wissen bereits: Die Zusammenhangskomponenten sind Kreise
und/oder Pfade. Jede Komponente, die ein Kreis oder ein Pfad mit gera-
der Lange ist, enthalt jeweils gleich viele Kanten aus M; und M,. Wegen
IMi| < [M;| muss es daher in M; U M, eine Zusammenhangskomponente
geben, die ein Pfad P ist, der mehr Kanten aus M, als aus M; enthalt. Da
sich Kanten aus M; und M, abwechseln, kann ein solcher Pfad hochstens
eine Kante mehr aus M, enthalten, namlich wenn die beiden ausseren Kan-
ten von P (d.h., die erste und die letzte Kante von P) zu M, gehdren. Ist
IM;| = [M;| 4+ k, muss es sogar mindestens k solche Pfade geben. Wir kon-
nen einen solchen Pfad P verwenden, um aus dem Matching M, ein neues
Matching M; zu erhalten, das eine Kante mehr enthalt. Dazu tauschen wir
die Kanten in P: Wir setzen M] := M, & P, wobei wir P hier als Menge von
Kanten behandeln. Man sagt daher auch: P ist ein M;-augmentierender
Pfad. Formal ist ein M-augmentierender Pfad (fiir ein beliebiges Matching
M) definiert durch: Die beiden Endknoten von P werden durch M nicht
iiberdeckt (haben also in M Grad Null) und P besteht abwechselnd aus
Kanten, die nicht zu M gehoren, und Kanten aus M. Insbesondere haben
wir damit den folgenden Satz gezeigt.

Satz 1.48 (Satz von Berge). Ist M ein Matching in einem Graphen
G = (V,E), das nicht kardinalitdtsmaximal ist, so existiert ein aug-
mentierender Pfad zu M.

Bewers. Ist M nicht kardinalitatsmaximal, so gibt es ein grosseres Mat-
ching M'. Wie eben schon gezeigt, gibt es in M & M’ eine Zusammen-
hangskomponente, die mehr Kanten aus M’ als aus M enthalt. Dieser ist
ein augmentierender Pfad fiir M. [

Mit diesen Ideen erhalt man wie folgt einen Algorithmus zur Bestim-
mung eines kardinalitatsmaximalen Matchings: Wir starten mit einem Mat-
ching, das aus einer einzigen (beliebigen) Kante besteht. Solange das Mat-
ching noch nicht kardinalitatsmaximal ist, gibt es einen augmentierenden
Pfad, der es uns erlaubt, das Matching zu vergrossern. Spatestens nach
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|[V|/2 — 1 vielen solcher Schritte ist das Matching dann maximal, denn
ein Matching kann ja nicht mehr als |V|/2 viele Kanten enthalten. Bleibt
die Frage, wie man augmentierende Pfade effizient bestimmen kann. Zu-
mindest fiir bipartite Graphen geht das recht einfach mit einer modifizier-
ten Breitensuche. Damit erhalt man dann einen Algorithmus mit Laufzeit
O((IV|+|E|) - |E]). Schauen wir uns dazu die Subroutine genauer an, die zu
einem gegebenen Matching in einem bipartiten Graphen einen augmentie-
renden Pfad findet.

AUGMENTING PATH (G = (AWB,E),M)

1: Ly := {uniiberdeckte Knoten in A}
2: Markiere alle Knoten aus L, als besucht.

3: if Ly = 0 then

4: return M ist maximal

5: foralli=1 ton do

6 if 1 ungerade then

7: L; := {unbesuchte Nachbarn von L;_; via Kanten in E \ M}
8 else

9 L; := {unbesuchte Nachbarn von L;_; via Kanten in M}
10: Markiere alle Knoten aus L; als besucht.

11: if L; enthalt uniiberdeckten Knoten v then

12: Finde Pfad P von L, nach v durch backtracking

13: return P // termainiert Algorithmus

14: return M ist schon maximal

Schauen wir uns die Layers [; noch etwas genauer an, die der Algo-
rithmus erzeugt, siehe Abbildung 1.16. Zunachst halten wir fest, dass ein
augmentierender Pfad immer ungerade Lange hat, denn er hat eine Kante
aus E\ M mehr als Kanten in M. Deshalb muss solch ein Pfad in biparti-
ten Graphen immer einen Endpunkt in A und einen Endpunkt in B haben.
Deshalb geniigt es, mit uniiberdeckten Knoten aus A zu starten. Danach
wechseln die Layer zwischen den partiten Mengen A und B ab. Knoten aus
B erreichen wir daher grundsatzlich iiber Kanten aus E \ M, und Knoten
aus A liber die (eindeutig bestimmte) inzidente Kante aus M. Insbesondere
liegen alle uniiberdeckten Knoten, die der Algorithmus besucht, im ersten
und letzten Layer.

Mit dieser modifizierten Breitensuche kann man daher einen augmentie-
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O LpcCcA

LycA

L3 C B

Abbildung 1.16: Der Layer-Graph, der von der Breitensuche zum Auffinden
eines augmentierenden Pfades erzeugt wird.

renden Pfad, wenn es denn einen gibt (wenn es keinen gibt, ist das aktuelle
Matching kardinalitdtsmaximal), in Zeit O(|E|) finden. Da wir hdchstens
|V|/2 oft augmentieren miissen, erhalten wir damit insgesamt einen Algo-
rithmus mit Laufzeit O(|V||E|). Mit einer kleinen Modifikation (und einer
genaueren Analyse) kann man die Laufzeit sogar auf O(\/M |E|) reduzieren.
Dies ist der sogenannte Algorithmus von Hopcroft und Karp.

Der Algorithmus von Hopcroft und Karp®

Die oben geschilderte Breitensuche hat einen schonen Nebeneffekt. Sie fin-
det nicht nur irgendeinen augmentierenden Pfad, sondern wir konnen sie
auch benutzen um eine (inklusions-) maximale Menge kirzester augmen-
tierenden Pfad(e) zu finden. Hierfiir stellen wir fest, dass wir die Layer-
Struktur mit etwas Gliick nicht nur einen augmentierenden Pfad liefert,
sondern moglicherweise mehrere, falls im letzten Layer [ mehrere uniiber-
deckte Knoten liegen. Dazu wahlen wir einen solchen Knoten v; aus Ly aus,
finden einen augmentierenden Pfad P; von L, zu v;, und loschen P; aus der

8Dieser Abschnitt wird in der Vorlesung nicht behandelt und ist daher auch nicht
priifungsrelevant.
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Layerstruktur. Danach wahlen wir einen weiteren uniiberdeckten Knoten
v, aus Ly (falls vorhanden) und schauen, ob es zu diesem noch einen aug-
mentierenden Pfad gibt. Dies konnen wir tun, indem wir alle Kanten im
Layergraph nach oben richten, und in diesem gerichteten Graphen dann
eine Tiefensuche von v, aus starten, bis wir auf L, stossen oder die Tiefen-
suche erfolglos abbricht. Falls wir L, erreichen, haben wir einen weiteren
augmentierenden Pfad P, gefunden, der disjunkt zu P; ist. Dann loschen wir
alle besuchten Knoten aus der Layerstruktur und wiederholen das Ganze,
bis wir alle uniiberdeckten Knoten aus L abgearbeitet haben. Der Gesamt-
aufwand bleibt bei O(|V| + |E|), weil wir ja jede Kante und jeden Knoten
nach Besuch 16schen.

Auf diese Weise finden wir nicht nur einen einzelnen Pfad, sondern eine
Menge S aus augmentierenden Pfaden mit:

e Alle Pfade in S haben dieselbe minimale Léange k (d.h. k ist die Lénge
eines kiirzesten augmentierenden Pfades).

e Alle Pfade in S sind paarweise disjunkt.

e S ist inklusionsmaximal mit dieser Eigenschaft, d.h. es lasst sich kein
weiterer augmentierender Pfad der Lange k zu S hinzufligen, ohne die
zweite Bedingung zu verletzen.

Da die Pfade disjunkt sind, konnen wir M entlang aller dieser Pfade
parallel augmentieren, denn ein augmentierender Pfad P andert den Sta-
tus tiberdeckt/uniiberdeckt ja nur fiir die Knoten auf P. Fiigen wir diesen
kleinen Trick zu unserem Algorithmus hinzu, so erhalten wir den folgen-
den Algorithmus von Hopcroft und Karp zur Berechnung eines maximalen
Matchings in bipartiten Graphen. Wir formulieren den Pseudocode so, dass
er gut lesbar ist, auch wenn eine Implementierung mehrere Schritte mit-
einander verzahnen wiirde.
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MAXIMAL MATCHING (G = (A @ B, E)) (Hopcroft und Karp)

1: M :={e} fiir irgendeine Kante e € E.

2: while es gibt noch augmentierende Pfade do

3: k := Lange eines kiirzesten augmentierenden Pfades

4: Finde eine inklusionsmaximale Menge S von paarweise disjunkten
augmentierenden Pfaden der Lange k.

5: for all P aus S do

6: M = M & P. // augmentiere entlang der Pfade aus S

7: return M

Erstaunlicherweise macht dieser harmlos scheinende Trick den Algorith-
mus wesentlich schneller.

Satz 1.49. Der Algorithmus von Hopcroft und Karp durchlauft die
while-Schleife nur O(4/|V|) Mal. Er berechnet daher ein maximales

Matching in einem bipartiten Graphen in Zeit O(+/|V|- (V| + [E])).

Bewers. Wir haben uns bereits von der Korrektheit tiberzeugt und skiz-
ziert, warum jeder Durchlauf der while-Schleife in Zeit O(|V|+ |E|) moglich
ist. Die spannende Frage bleibt daher, warum der Algorithmus die while-
Schleife nur O(+/|V|) Mal durchlauft. Dazu sammeln wir einige weitere Er-
kenntnisse zu augmentierenden Pfaden. Im Folgenden behandeln wir Pfade
weiter als Kollektion von Kanten, d.h. mit |P| bezeichnen wir die Zahl der
Kanten im Pfad P.

1) Ist M ein Matching, P ein kiirzester augmentierender Pfad von M,
und P’ ein augmentierender Pfad fiir M & P, so gilt

[P’] > |P|+2[P N P’

Insbesondere: Augmentieren wir M sukzessive mit kurzesten aug-
mentierenden Pfaden, so konnen die Langen dieser Pfade nicht ab-
nehmen.

Um 1) zu zeigen, schauen wir uns das Matching M := M@®P@®P’ an, das wir
nach Augmentieren mit P und P’ erhalten. Wir wissen, dass |M| = |M|+ 2.
Deshalb muss |[M @& M| mindestens zwei disjunkte Pfade enthalten, die aug-
mentierende Pfade fiir M sind. Aber weil P ein kiirzester augmentierender



KAPITEL 1. GRAPHENTHEORIE 69

Pfad fiir M ist, haben diese Pfade je mindestens Lange |P|. Andererseits
erfiillt die Verkniipfung & die normalen Kommutativitats- und Assozia-
tivgesetze, daher ist M@ M = M @M @® P @® P’ = P @ P'. Insgesamt
ist also [P @ P/| = IM @ M| > 2|P|. Schliesslich setzen wir noch ein, dass
IP®P'|=|PUP/|—|PNP'| =|P|+|P'|—2|PNP’| nach Definition von & ist,
und erhalten |P| + |[P'| —2[P N P'| = |P @ P'| > 2|P|, was nach Umformen 1)
ergibt.

2) Mit jedem Durchlaufen der while-Schleife erhoht sich k um minde-
stens 2.

Dies ist eine Konsequenz von 1), wie wir nun sehen werden. Zundchst be-
trachten wir, was passiert, wahrend wir M mit den Pfaden der Lange k
aus S augmentieren. Nachdem wir mit dem ersten Pfad P € S augmentiert
haben, erhalten wir ein Matching M’ = M @ P. Laut 1) hat dieses keinen
augmentierenden Pfad, der echt kiirzer als k ware. Damit sind die weiteren
Pfade in S also nicht nur kiirzeste augmentierende Pfade fiir M, sondern
auch fir M’ und induktiv auch fiir alle weiteren Matchings, die wir in die-
sem Schritt erhalten. Der Algorithmus von Hopcroft und Karp augmentiert
also immer entlang kiirzester Pfade, auch in allen Zwischenschritten.

Sei nun M das Matching, das wir erhalten, nachdem wir mit allen Pfa-
den aus S augmentiert haben. 2) behauptet, dass der kiirzeste augmentie-
rende Pfad fiir M mindestens Lange k + 2 hat. Sei P ein solcher Pfad. Wir
haben gerade schon gesehen, dass |P| > k ist. Wir unterscheiden zwei Fille.
Der erste Fall ist, dass P disjunkt ist zu allen Pfaden in S. Da S inklusi-
onsmaximal ist, muss dann |P| > k 4 1 sein, und sogar |P| > k + 2, weil
augmentierende Pfade ungerade Lange haben. Der andere Fall ist, dass p
einen Pfad P aus S in mindestens einem Knoten v schneidet. M iiberdeckt
alle Knoten aus P, da es ja durch Augmentieren mit P entstanden ist. Al-
so ist auch v durch eine Kante e € M iiberdeckt, die durch P hinzugefiigt
wurde. Die Kante e ist also einerseits in P. Andererseits ist auch e € P, weil
augmentierende Pfade wie P die Matching-Kanten von allen iiberdeckten
Knoten auf dem Pfad enthalten. Also ist e € PN P, und damit PN P # 0.
Schliesslich konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass der Pfad P
von allen Pfaden aus S als letztes verarbeitet wurde, weil die Reihenfolge
der Pfade aus S ja beliebig ist. Damit sind wir in der Situation von 1), und
kénnen folgern, dass |P| > [P| + 2[P N P| > k + 2 ist. Wir haben in beiden
Fillen also [P| > k + 2 gesehen, und damit ist 2) bewiesen.
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3) Sei M ein Matching, fiir das der kiirzeste augmentierende Pfad Lénge
k hat, und M’ ein beliebiges anderes Matching. Dann gilt
VI

M| < M|+ —.
M < MU+

Um dies zu sehen, nehmen wir an, dass |[M'| > |M| ist, da die Aussage
sonst trivial ist. Dann wissen wir schon, dass M @ M’ mindestens |[M'|—|M|
disjunkte Pfade besitzt, die augmentierende Pfade fiir M sind. Auf jedem
solchen Pfad liegen mindestens k + 1 Knoten (da er Lange mindestens k
hat). Zusammen liegen auf diesen Pfaden also mindestens (|M'|—|M|)-(k+1)
viele Knoten. Andererseits gibt es im Graphen nur |V| viele Knoten. Also
ist (IM'| —IM]) - (k+ 1) < |V|, woraus 3) durch Umformung folgt.

Aus 1), 2) und 3) kénnen wir nun das Theorem beweisen. Zundchst
besagt 2), dass nach den ersten [\/M /2] Durchldufen der while-Schleife

k > 1/|V] gilt. An diesem Punkt besagt 3) aber, dass ein maximale Matching
Munax rfillt: [Mmax| < [M[+[VI/(k+1) < [M|+4/[VI], bzw. M| > [Mumax| —
+/IV|]. Mit jedem weiteren Durchlauf der while-Schleife erhoht sich aber die

Grosse von M um mindestens 1. Nach spatestens 1/|V| weiteren Durchlaufen
erreicht [M| also die Grosse |[Mpyaxl, und der Algorithmus terminiert. O

Weitere Matching-Algorithmen

In Kapitel 3 der Vorlesung werden wir noch weitere, alternative Algo-
rithmen fiir das Finden von Matchings in bipartiten Graphen kennenler-
nen. Mit (deutlich) mehr Aufwand kann man auch zeigen, dass man so-
gar in beliebigen Graphen ein (kardinalitdts-)maximales Matching in Zeit
O(\/M - (][V| 4 |E])) finden kann. Das iiberlassen wir aber Spezialvorlesun-
gen. Stattdessen betrachten wir hier noch kurz eine gewichtete Variante des
Problems:

Satz 1.50. Ist n gerade und ¢ : ([121}) — Ny ein Gewichtsfunktion des

vollstindigen Graphen K., so kann man in Zeit O(n?) ein minimales
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perfektes Matching finden, also ein perfektes Matching M mit

Z {(e) = min{Z £(e) | M’ perfektes Matching in K, }.

eEM eeM/’

Der Beweis dieses Satz sprengt ebenfalls den Rahmen dieser Einfiihrungs-
vorlesung. Wir wollen hier jedoch noch eine Konsequenz dieses Satzes her-
leiten.

Satz 1.51. Fir das METRISCHE TRAVELLING SALESMAN PROBLEM
gibt es einen 3/2-Approximationsalgorithmus mit Laufzeit O(n?).

Bewers. Die Grundidee dieses Algorithmus ist ahnlich zu der Idee des 2-
Approximationsalgorithmus aus Satz 1.43: Wir berechnen zunachst einen
minimalen Spannbaum T, dann modifizieren wir diesen, sodass wir in dem
neuen Graphen eine Eulertour finden konnen. In einem letzten Schritt lau-
fen wir dann diese Eulertour ab und verkiirzen sie hierbei schrittweise (in-
dem wir Knoten, in denen wir schon waren, auslassen) so lange, bis wir
einen Hamiltonkreis haben. Der Unterschied der beiden Algorithmen be-
steht darin, wie wir die Modifikation des Spannbaums vornehmen, damit
der Graph eulersch wird. In Satz 1.43 haben wir einfach jede Kante von T
verdoppelt. Nun gehen wir wie folgt vor. Wir bezeichnen mit S die Menge
derjenigen Knoten, die in T einen ungeraden Grad haben. Da |S| gerade
ist (vgl. Korollar 1.3), gibt es in K,[S] ein perfektes Matching. Unter allen
solchen Matchings wahlen wir eines mit minimalem Gewicht. Aus Satz 1.50
wissen wir, dass wir ein solches minimales perfektes Matching, nennen wir
es M, in Zeit O(n?) finden kénnen. Im (Multi-) Graph TUM hat dann jeder
Knoten geraden Grad und wir konnen daher, jetzt wieder ganz analog zum
Beweis von Satz 1.43, einen Hamiltonkreis C finden mit

£(C) < M) +£(T).

Wir wissen bereits, dass £(T) = mst(K,,{) < opt(K,,{). Wir zeigen nun
noch, dass {(M) < %opt(Kn,ﬁ), woraus dann folgt, dass {(C) < %opt(Kn,E),
und der Algorithmus also ein 3/2-Approximationsalgorithmus ist.

Um einzusehen, dass {(M) < %opt( K., £) gilt, betrachten wir einen Ha-
miltonkreis Cop¢ der Lange £(Copt) = opt(Ky, £). Die Knoten aus S zerlegen
Copt in [S| viele Pfade. Da { die Dreiecksungleichung erfiillt, konnen wir
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jeden dieser Pfade zu einer Kante reduzieren, ohne die Lange des Kreises
zu erhohen. D.h., wir haben jetzt einen Kreis C, dessen Knoten genau die
Knoten aus S sind und fiir den gilt: £(C;) < £(Copt) = opt(Ky, (). Der Kreis
C, lasst sich als Vereinigung von zwei Matchings (mit jeweils [S|/2 Kanten)
schreiben: C; = M U M,;,, wobei mindestens eines dieser beiden Matchings
Lange < %E(CS) haben muss (denn sonst wire die Summe ja grosser als
€(Cs)). Da wir M als minimales perfektes Matching in K, [S] gewdhlt ha-
ben, gilt daher {(M) < %E(CS) < %opt(Kn,E), wie behauptet. H

1.6.2 Der Satz von Hall

Wir erinnern uns: Ein Graph G = (V,E) heisst bipartit, wenn man die
Knotenmenge V so in zwei Mengen A und B partitionieren kann, dass alle
Kanten in E je einen Knoten aus A und einen Knoten aus B enthalten.
Bipartite Graphen schreiben wir dann entsprechend als G = (A W B, E).
Der folgende Satz von PHILIP HALL (1904-1982) gibt eine notwendige und
hinreichende Bedingung an, unter der ein Matching in einem bipartiten
Graphen existiert, welches alle Knoten einer Partition tiberdeckt. Zur For-
mulierung des Satzes fiihren wir noch eine abkiirzende Schreibweise fiir die
Nachbarschaft einer Knotenmenge X C V ein:

N(X) == [ N(v).

veX

Satz 1.52 (Satz von Hall, Heiratssatz). Fiir einen bipartiten Graphen
G = (AWB,E) gibt es genau dann ein Matching M der Kardinalitat
IM| = |A|, wenn gilt

IN(X)| > |X| fiir alle X C A. (1.1)

Beweis. Wir beweisen zuerst die notwendige Bedingung (also die ,,=*
Richtung des Satzes). Sei M ein Matching der Kardinalitdt [M| = |A]. In
dem durch M gegebenen Teilgraphen H = (A W B, M) hat jede Teilmenge
X C A nach Definition eines Matchings genau |X| Nachbarn. Wegen M C E
gilt daher auch |N(X)| > |X] fiir alle X C A.

Die hinreichende Bedingung (die ,,<‘“Richtung) beweisen wir durch
Induktion tiber die Kardinalitdt a = |A| der Menge A. Fiir a = 1 impliziert
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die Bedingung (1.1), angewandt auf die Menge X = A, dass der (einzige)
Knoten in A zu mindestens einer Kante inzident ist. Jede solche Kante
ist dann ein Matching, das die Bedingung des Satzes erfiillt. Nehmen wir
daher an, dass a > 1 und dass die Behauptung fiir alle bipartiten Graphen
mit |A| < a gilt. Wir unterscheiden zwei Falle. Gilt die Bedingung (1.1)
fiir alle Mengen @ # X C A sogar mit > statt nur mit >, so wahlen wir
eine beliebige Kante e = {x,y} des Graphen, fiigen e zum Matching hinzu
und betrachten den Graphen G’, den wir erhalten, wenn wir die Knoten
x und y (und alle inzidenten Kanten) 16schen. Da die Bedingung (1.1) fiir
alle Mengen @ # X C A mit > erfiillt war (und wir nur einen Knoten aus
der Menge B geldscht haben), ist die Bedingung (1.1) fiir den Graphen G’
noch immer erfiillt. Aus der Induktionsannahme folgt daher, dass wir die
Kante e durch ein Matching M’ so erganzen kdnnen, dass dann alle Knoten
in A liberdeckt werden.

Falls die Bedingung (1.1) nicht fiir alle Mengen 0 # X C A mit > erfiillt
ist, so gibt es mindestens eine Menge @ # X, C A, fiir die [N(Xo)| = [Xo|
gilt. Unser Plan ist jetzt, die Induktionsannahme auf die beiden induzierten,
knotendisjunkten Graphen G’ = G[Xo W N(X;)] und G” = GIA\ Xo & B\
N(Xo)] anzuwenden. Die Bedingung (1.1) ist offensichtlich fiir den Graphen
G’ erfiillt. Sie gilt aber auch fiir den Graphen G”, wie wir uns jetzt noch
iiberlegen. Betrachte eine beliebige Menge X C A \ X,. Da (1.1) fiir den
Graphen G gilt, wissen wir

(11)
X+ [Xol = XU Xol < IN(XU Xo)| = IN(Xo)l 4+ IN(X) \ N(Xo)l.

Wegen [N(Xo)| = [Xo| folgt daraus [X| < [N(X)\ N(Xo)| = IN(X) N (B \
N(X5))|. D.h., die Nachbarschaft von X in dem Graphen G” besteht aus
mindestens |X| Knoten. Und da dies fiir alle Mengen X C A \ X, gilt, ist
die Bedingung (1.1) daher fiir den Graphen G” erfiillt. Aus der Indukti-
onsannahme folgt daher: Es gibt ein Matching M’ in G’, das alle Knoten
in X, iiberdeckt, und ein Matching M"” in G”, das alle Knoten in A \ X,
iberdeckt. M = M'U M" ist dann ein Matching in G mit [M| = |A|. O

Aus dem Satz von Hall folgt unmittelbar, dass k-regulare bipartite Gra-
phen immer ein perfektes Matching enthalten. Es gilt sogar noch mehr:
Wir konnen die Kantenmenge als Vereinigung von perfekten Matchings
schreiben!
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Satz 1.53. Sei G = (A W B, E) ein k-regularer bipartiter Graph. Dann
gibt es My,...,My sodass E = M ...’y My und alle M;, 1 <1 <k,
perfekte Matchings in G sind.

Beweis. Wir liberlegen uns zunachst, dass jeder k-regulare bipartite Graph
in der Tat ein perfektes Matching enthalt. Dazu betrachten wir eine beliebi-
ge Menge X C A und den induzierten Graphen G’ = G[XUN(X)]. Offenbar
ist G’ auch bipartit; die entsprechende Partition ist gegeben durch XwN(X).
Da G k-regular ist, hat in G’ jeder Knoten in X ebenfalls Grad k und jeder
Knoten in N(X) Grad hochstens k. Da in bipartiten Graphen die Summe
der Grade der Knoten “links” immer gleich der Summe der Grade “rechts”
ist, folgt daraus: |[N(X)| > [X| und die Bedingung (1.1) des Satzes von Hall
ist damit erfiillt. Daraus folgt also, dass G ein perfektes Matching M; ent-
h&lt. Entfernen wir dieses, so erhalten wir einen (k— 1)-reguldren Graphen,
der somit ebenfalls ein perfektes Matching M, enthalt. Fahren wir entspre-
chend fort, bis der Graph 1-regulér ist (und daher ein perfektes Matching
ist), so erhalten wir dadurch die im Satz behauptete Partitionierung in
perfekte Matchings. [

Satz 1.53 garantiert, dass ein k-regularer bipartiter Graph ein perfektes
Matching enthalt. Aber kann man ein solches effizient finden? Ja, man
kann: Es gibt einen Algorithmus, der in Zeit O(|E|) ein solches Matching
findet. Wir zeigen dies hier nur fiir Werte fiir k, die eine Zweierpotenz
sind. Hierfiir ist der Algorithmus sogar sehr elegant. Der allgemeine Fall ist
deutlich schwieriger.

Satz 1.54. Ist G = (V,E) ein 2*-regulérer bipartiter Graph, so kann
man in Zeit O(|E|) ein perfektes Matching bestimmen.

Beweis. Da G 2%-reguldr und bipartit ist, erfiillt jede Zusammenhangskom-
ponente von G die Euler-Bedingung. Wir konnen daher in Zeit O(|E|) fiir
jede Komponente eine Eulertour bestimmen (vgl. Satz 1.31). Wir laufen
diese Touren jetzt einmal ab, wobel wir jede zweite Kante in der Tour aus
dem Graphen entfernen. Der iibrig gebliebene Graph ist jetzt 2% '-regulir
- und wir konnen daher das Verfahren wiederholen. Nach k Iterationen ist
der Graph 2%-regulir — und also ein perfektes Matching.
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Um die Laufzeit abzuschatzen gehen wir wie folgt vor. Wir wissen aus
Satz 1.31, dass man eine Eulertour in Zeit O(|E|) bestimmen kann. Wollen
wir in jeder Zusammenhangskomponente eine Eulertour finden, so sieht
man leicht ein, dass das ebenfalls in Gesamtzeit O(|E|) moglich ist. Statt
der O()-Notation verwenden wir jetzt die folgende Schreibweise: Es gibt
ein C > 0, sodass der Algorithmus aus Satz 1.31 fiir jeden eulerschen Gra-
phen G = (V,E) in hochstens C|E| Schritten eine Eulertour pro Kompo-
nente bestimmt. Fiir unseren Ausgangsgraphen benotigt der Algorithmus
daher hochstens C|E| Schritte. Dann laufen wir die Eulertouren einmal ab
und l6schen jede zweite Kante. Dies geht sicherlich in C’|E| Schritten. Nun
haben wir einen Graphen mit |E|/2 Kanten. In der nachsten Iteration be-
notigen wir daher nur noch héchstens C|E[/2 Schritte, um die Eulertouren
zu bestimmen und héchstens C’|E|/2 Schritte fiir das Loschen von jeder
zweiten Kante. Allgemein gilt daher: In der i-ten Iteration kann man in
(C + C")|E|/2"" Schritten die Anzahl Kanten um die Hilfte reduzieren.
Insgesamt benotigen wir daher hochstens

k
D (CH+CNE/2TT <Y (C+CNIE/2 =2(C+ CE|
i=1 i>0
Schritte, um ein perfektes Matching zu bestimmen. [

Es ist verlockend anzunehmen, dass der Algorithmus auch fiir nicht-
bipartite Graphen so funktioniert. Dies ist aber nicht so: Nach Wegnahme
jeder zweiten Kante der Eulertour kann es passieren, dass der ibrig ge-
bliebene Graph nicht mehr zusammenhadngend ist. In bipartiten Graphen
ist das nicht weiter schlimm: Wir konnen den Algorithmus einfach auf je-
de Zusammenhangskomponente anwenden. Bei nicht-bipartiten Graphen
kann es aber flir k = 1 passieren, dass eine solche Komponente eine ungera-
de Anzahl an Knoten, und damit auch an Kanten enthalt. In dem Fall hat
auch die Eulertour eine ungerade Lange, wir konnen also nicht jede zweite
Kante loschen. Da die Komponente eine ungerade Anzahl an Knoten hat,
kann auch iiberhaupt kein perfektes Matching mehr existieren.

Beispiel 1.55. Aus Satz 1.53 wissen wir, dass jeder k-reguladre bipartite Graph ein perfektes
Matching enthalt. Fiir nicht-bipartite Graphen gilt dies jedoch nicht immer: Ungerade
Kreise oder vollstandige Graphen auf ungerade vielen Knoten sind hier einfache Gegen-

beispiele. Dass diese Graphen kein perfektes Matching enthalten, sieht man sofort daran,
dass sie ungerade viele Knoten enthalten. Fiir Gegenbeispiele auf gerade vielen Knoten
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muss man sich etwas mehr Miihe geben. Die folgende Abbildung zeigt ein Beispiel fiir
k=3:

Die hier verwendete Idee lasst sich auch leicht verallgemeinern. Wir erlautern sie noch
fiir k = 4 und tiiberlassen alle weiteren Falle dem Leser. Man wéhle sich einen beliebigen
Graphen auf sieben Knoten, in dem sechs der Knoten Grad vier haben und einer Grad zwei.
Dann nimmt man acht Kopien hiervon und vier weitere Knoten. Die vier neuen Knoten
und die acht Knoten vom Grad zwei verbinde man durch einen bipartiten Graphen, in
dem die neuen Knoten Grad vier haben, die iibrigen acht Knoten jeweils Grad zwei. Und
schon haben wir einen 4-reguldren Graphen, der kein perfektes Matching haben kann.

1.7 Farbungen

Viele Probleme kann man darauf zurilickfiihren, dass man in einem entspre-
chend definierten Graphen eine Partition der Knotenmenge findet, sodass
Kanten nur zwischen Knoten in verschiedenen Klassen der Partition ver-
laufen. Im Mobilfunk erhalt man so beispielsweise eine Zuordnung von Fre-
quenzen zu Sendern, bei der benachbarte Sender verschiedene Frequenzen
benutzen. Im Compilerbau verwendet man diesen Ansatz, um eine Zuord-
nung von Variablen auf die Register des Prozessors zu finden, sodass gleich-
zeitig verwendete Variablen in verschiedenen Registern gespeichert werden,
und in der Stunden- oder Priifungsplanung entspricht eine Partition einer
Menge von Kursen oder Priifungen, die gleichzeitig stattfinden konnen.
Statt von einer Partition der Knotenmenge spricht man meist von einer
Knotenfarbung bzw. nur kurz Farbung des Graphen. In diesem Abschnitt
fiilhren wir diese formal ein und zeigen einige grundlegende Eigenschaften.

Definition 1.56. Eine (Knoten-)Fdarbung (engl. (vertexz) colouring)
eines Graphen G = (V, E) mit k Farben ist eine Abbildung c: V — [k,
sodass gilt

c(u) #c(v) fiir alle Kanten {u,v} € E.
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Die chromatische Zahl (engl. chromatic number) x(G) ist die mi-
nimale Anzahl Farben, die fiir eine Knotenfarbung von G benotigt
wird.

Beispiel 1.57. Ein vollstandiger Graph auf n Knoten hat chromatische Zahl n. Kreise gera-
der Lénge haben chromatische Zahl 2, Kreise ungerader Lange haben chromatische Zahl 3.
Biume auf mindestens zwei Knoten haben immer chromatische Zahl 2. (Warum?!)
Graphen mit chromatischer Zahl k nennt man auch k-partit (engl.
k-partite). Die Motivation fiir diese Namensgebung sollte klar sein: Ein
Graph G = (V,E) ist genau dann k-partit, wenn man seine Knotenmenge
V so in k Mengen Vi,..., Vi partitionieren kann, dass alle Kanten Knoten
aus verschiedenen Mengen verbinden. Besonders wichtig ist der Fall k = 2.
In diesem Fall nennt man den Graphen bipartit. Der folgende Satz stellt
eine einfache, aber wichtige Charakterisierung bipartiter Graphen dar.

Satz 1.58. Ein Graph G = (V,E) ist genau dann bipartit, wenn er
keinen Kreis ungerader Lange als Teilgraphen enthalt.

Bewes. Die eine Richtung folgt sofort aus Beispiel 1.57: ungerade Kreise
haben chromatische Zahl 3, sie konnen daher in einem bipartiten Graphen
nicht enthalten sein. Die andere Richtung sieht man ebenfalls schnell ein.
Man startet einfach in einem beliebigen Knoten s eine Breitensuche (ohne
Einschrankung sei G zusammenhdngend) und farbt einen Knoten genau
dann mit Farbe 1 (bzw. 2), wenn sein Abstand d[v] zu s gerade (ungerade)
ist. Da es keinen Kreis ungerader Lange gibt, kann es keine Kante geben,
deren Endknoten dadurch die gleiche Farbe erhalten. [

Ein klassisches Graphfarbungsproblem ist das Farben von politischen
Landkarten, bei dem benachbarte Lander unterschiedliche Farben bekom-
men sollen. Historisch geht dieses Problem bis ins 19. Jahrhundert zuriick.
Lange wurde vermutet, dass fiir das Farben von Landkarten vier Farben im-
mer ausreichen, aber erst 1977 wurde dieses sogenannte Vierfarbenproblem
von APPEL und HAKEN gelost. Hierbei nimmt man an, dass das Gebiet ei-
nes jeden Landes zusammenhangend ist und dass Lander, die nur in einem
einzigen Punkt aneinanderstossen, gleich gefarbt werden diirfen.
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Satz 1.59 (Vierfarbensatz). Jede Landkarte ldsst sich mit vier Farben
farben.

Der Beweis dieses Satzes ist sehr aufwendig. Er besteht aus einem theo-
retischen Teil, in dem das allgemeine Problem auf endlich viele Probleme
reduziert wird, und einem Computerprogramm, das alle endlichen Falle
uberpriift.

Wie kann man eine Farbung eines Graphen mit moglichst wenigen Far-
ben bestimmen? Fiir die Entscheidung ob ein Graph bipartit ist, geniigt
eine einfache Breitensuche. Im Allgemeinen ist das Farben von Graphen
jedoch ein schwieriges Problem. Schon die scheinbar einfache Frage ,,Gege-
ben ein Graph G = (V,E), gilt x(G) < 32“ist N'P-vollstdndig. Das heisst
aber, dass es (unter der Annahme P # N'P) keinen Algorithmus gibt, der
die chromatische Zahl in polynomieller Laufzeit berechnet. In der Praxis
wird man sich daher mit Annaherungen an die optimale Losung zufrieden
geben miissen.

Der folgende Algorithmus berechnet eine Farbung, indem er die Knoten
des Graphen in einer beliebigen Reihenfolge v, vy, ..., Vv, besucht und dem
aktuellen Knoten jeweils die kleinste Farbe zuordnet, die noch nicht fir
einen benachbarten Knoten verwendet wird.

GREEDY-FARBUNG (G)

1: wahle eine beliebige Reihenfolge der Knoten: V = {vy,..., v}

2: clvi] 1

3: fori=2tondo

4: clvi] « min{k € N |k # c(u) fir alle u € N(v;) N{vy,...,vi1}}

Es ist klar, dass der Algorithmus eine zulassige Farbung berechnet, denn
die Farbe eines Knotens unterscheidet sich nach Konstruktion immer von
den Farben seiner Nachbarn. Wie viele Farben verwendet der Algorithmus
im schlimmsten Fall? Da jeweils die kleinste Farbe gewahlt wird, die nicht
schon fiir einen Nachbarknoten verwendet wird, tritt der schlimmste Fall
ein, wenn die Nachbarknoten von v; in den Farben 1,...,deg(v;) gefarbt
sind. In diesem Fall bekommt der neue Knoten die Farbe deg(v;)+ 1. Insge-
samt werden vom Algorithmus also hochstens A(G) + 1 Farben verwendet.
Dabei bezeichnet A(G) := max,cy deg(v) den mazimalen Grad eines Kno-
tens in G.
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Satz 1.60. Sei G ein zusammenhangender Graph. Fiir die Anzahl Far-
ben C(G), die der Algorithmus GREEDY-FARBUNG benétigt, um die
Knoten des Graphen G zu farben, gilt

x(G) < C(G) <A(G) +1.

Ist der Graph als Adjazenzliste gespeichert, findet der Algorithmus
die Farbung in Zeit O(JE|).

Beweis. Dass der Algorithmus mit A(G) + 1 Farben auskommt, haben wir
bereits eingesehen. Nach Definition der chromatischen Zahl kénnen auch
nicht weniger als x(G) verwendet worden sein, weshalb die behauptete Un-
gleichung folgt. Wie sieht es nun mit der Implementierung des Algorithmus
aus? Hierzu iiberlegen wir uns, dass ein Knoten mit Grad d hoéchstens d
bereits gefarbte Nachbarn haben kann und daher insbesondere eine der er-
sten d + 1 Farben unter seinen Nachbarn nicht vorkommt. Um den Knoten
v; zu farben, konnen wir daher wie folgt vorgehen: Wir initialisieren ein
Array der Lange deg(vi) + 1 mit false, laufen dann iiber alle Nachbarn von
v und setzen fiir jeden mit einer Farbe < deg(v;) + 1 gefarbten Nachbarn
den entsprechenden Eintrag im Array auf true. Anschliessend durchlau-
fen wir das Array bis wir einen Eintrag false finden (den es geben muss)
und verwenden diese Farbe fiir den Knoten v;. Wir konnen also v; in Zeit
O(deg(vi)) férben und somit alle Knoten in Zeit O(}_, ., deg(v)) = O([E[),
wie behauptet. [

Die Anzahl Farben, die der Algorithmus tatsachlich verwendet, hangt im
Allgemeinen stark von der Reihenfolge ab, in der die Knoten betrachtet
werden. Hs gibt beispielsweise immer eine Reihenfolge, bei der man mit
X(G) Farben auskommt (I"Jbungsaufgabe!), aber da wir diese Reihenfolge
nicht kennen, kann der Algorithmus auch deutlich mehr Farben verwenden.
Beispiel 1.61. Betrachten wir den Graphen B,, mit 2n Knoten, der aus dem vollstdndigen
bipartiten Graphen K, » entsteht, indem man die Kanten zwischen gegeniiberliegenden
Knoten entfernt. Da der Graph B, bipartit ist, konnte er eigentlich mit zwei Farben gefarbt
werden; es ist aber nicht schwer einzusehen, dass es auch eine Reihenfolge der Knoten gibt,
fiir die der Greedy-Algorithmus n Farben bené&tigt (Ubung!).

Im Allgemeinen ist es sehr schwer, eine gute Reihenfolge fiir den Greedy-
Algorithmus zu bestimmen. Es gibt jedoch zwei Situationen, in denen man
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in Laufzeit O(|E|) eine Reihenfolge der Knoten bestimmen kann, bei der
zumindest eine Farbe eingespart wird.

Beispiel 1.62. Sei G = (V,E) ein zusammenhingender Graph mit Maximalgrad A(G). Wei-
ter nehmen wir an, dass es einen Knoten v € V gibt mit deg(v) < A(G). Wenn wir jetzt
eine Breiten- oder Tiefensuche in v starten und die Knoten in umgekehrter Reihenfolge
nummerieren, wie sie vom Algorithmus durchlaufen werden (der Knoten v ist also der
Knoten v;,), so hat jeder Knoten v; mit i < n mindestens einen Nachbarn v; mit j > i und
daher hochstens A(G) — 1 gefdrbte Nachbarn. Der Knoten v,, hat nach Wahl ebenfalls nur
A(G)—1 gefarbte Nachbarn. Der Greedy-Algorithmus bendtigt daher fiir diese Reihenfolge
der Knoten héchstens A(G) Farben.

Beispiel 1.63. Sei G = (V,E) ein zusammenhingender k-reguldrer Graph, in dem es min-
destens einen Artikulationsknoten gibt. Wir wissen bereits aus Abschnitt 1.4.1, dass wir
mit einer modifizierten Tiefensuche in Zeit O(|E|) einen solchen Artikulationsknoten v be-
stimmen koénnen. Seien Vi,..., Vs die Knotenmengen der Zusammenhangskomponenten
von G — v, wobei s > 2. Dann erfiillen alle Graphen G; := G[V; U{v}], 1 < 1i < s, die
Annahme von Beispiel 1.62 — und kénnen daher jeweils mit k Farben gefdarbt werden.
Durch eventuelles Vertauschen von Farben kénnen wir zudem sicherstellen, dass in allen
Graphen Gy,...,G; der Knoten v die gleiche Farbe bekommen hat. Die Farbungen der
Graphen G; ergeben daher zusammen eine k-Farbung des Graphen G.

Die beiden obigen Beispiele zeigen Situationen, in denen der Greedy-
Algorithmus fiir Graphen mit Maximalgrad k mit k Farben auskommt. Es
gibt jedoch auch k-regulare Graphen, flir die wir k 4+ 1 Farben benotigen.
Vollstandige Graphen und ungerade Kreise sind solche Beispiele. Fiir beide
gilt: x(G) = A(G) + 1. BrRooOKs hat 1941 bewiesen, dass dies die beiden

einzigen Graphtypen sind, fiir die x(G) = A(G) + 1 gilt:

Satz 1.64 (Satz von Brooks). Ist G = (V, E) ein zusammenhdngender
Graph, der weder vollstandig ist noch ein ungerader Kreis ist, also
G # K, und G # Cyq.yq, so gilt

x(G) < A(G)

und es gibt einen Algorithmus, der die Knoten des Graphen in Zeit
O(|E|) mit A(G) Farben farbt.

Beweis. Sei G ein von K, und C,,,; verschiedener zusammenhangender
Graph. Wegen Beispiel 1.62 und 1.63 wissen wir, dass wir annehmen diir-
fen, dass alle Knoten Grad A(G) haben und es keinen Artikulationsknoten
gibt. Da G kein vollstandiger Graph ist, aber dennoch zusammenhangend



KAPITEL 1. GRAPHENTHEORIE 81

ist, muss es einen Knoten v geben, der zwei Nachbarn v;,v, € N(v) mit
vi # v, und {vi,v,} € E besitzt. Nun unterscheiden wir zwei Falle. Wenn
G \ {v1,v,} zusammenhangend ist, so kénnen wir wie in Beispiel 1.62 den
Graphen G[V \ {vi,Vv;}] ausgehend von v mit einer Breiten- oder Tiefen-
suche durchlaufen. Nummerieren wir die Knoten dann wie folgt: Zuerst
v; und v;, dann alle iibrigen Knoten, wieder in umgekehrter Reihenfolge
wie sie von der Breiten- oder Tiefensuche gefunden wurden (sodass also
der Knoten v wiederum der letzte Knoten v, ist), so folgt leicht, dass der
Greedy-Algorithmus fiir diese Reihenfolge der Knoten mit A(G) Farben
auskommt.

Was ist nun, wenn G\{vy, v,} nicht zusammenhangend ist? — Dann gehen
wir ahnlich vor wie in Beispiel 1.63. Seien Vi,...,V, die Knotenmengen der
Zusammenhangskomponenten von G[V\{vy,v,}|, wobei s > 2. Betrachte die
Graphen G; := G[V; U{vy,v,}], 1 <1 <'s. Wenn in all diesen Graphen einer
der beiden Knoten v; und v, Grad hochstens A(G) — 2 hat, dann kénnen
wir zu all diesen Graphen jeweils die Kante {v;,v,} hinzufiigen und die
Graphen dann wie in Beispiel 1.62 mit A(G) Farben farben, wobei v; und
v, wegen der Kante {v;,v,} jeweils verschiedene Farben bekommen miissen.
Durch eventuelles Vertauschen von Farben kénnen wir daher sicherstellen,
dass in allen Graphen Gj,..., G die Knoten v; und v, jeweils die gleichen,
voneinander verschiedenen, Farben haben. Die Farbungen der Graphen G;
ergeben daher zusammen eine A(G)-Farbung des Graphen G. Was nun,
wenn in einem Graphen, sagen wir in G;, beide Knoten v; und v, Grad
grosser als A(G) — 2 haben? Die Grade von v; in den verschiedenen G;
konnen sich zu hochstens A(G) aufsummieren, daher kann der Grad von
vy und v; in den anderen G; jeweils hochstens eins sein. Wenn der Grad
von v; in einem der G; Null ware, so ware v, ein Artikulationsknoten,
und umgekehrt. Da wir dies ausgeschlossen haben, muss also s = 2 gelten,
und v; und v, haben beide jeweils exakt einen Nachbarn u; bzw. u, in
G,. Dann farben wir G; und G, wie in Beispiel 1.62 jeweils mit A(G)
Farben. Falls A(G) > 2, so konnen wir nach einem eventuellen Farbtausch
in G, die Knoten u; und u, so farben, dass sie nicht dieselbe Farbe wie
vy bzw. v, in G; haben. Wieder bilden daher die Farbungen der Graphen
G; zusammen eine A(G)-Farbung des Graphen G. Falls hingegen A(G) = 2
ist, so handelt es sich bei G um einen Kreis, da G zusammenhangend ist.
Da wir ungerade Kreise ausgeschlossen haben, muss G ein Kreis mit einer
geraden Knotenzahl sein, und damit ist x(G) =2 = A(G). o
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Es ist nicht besonders schwer, aber eine gute Ubung, sich zu iiberlegen,
dass es beliebig grosse Graphen mit Maximalgrad k gibt, fiir die die chro-
matische Zahl gleich k ist. Satz 1.64 ist daher bestmoglich. Andererseits
ist es nicht immer so, dass der maximale Grad die chromatische Zahl be-
stimmt. Ein Stern ist hierfiir ein schones Beispiel: den Grad des zentralen
Knotens konnen wir beliebig gross machen, der Stern ist dennoch immer
mit zwei Farben farbbar.

Unser nachster Satz gibt ein Kriterium fiir Situationen an, in denen
wir die chromatische Zahl unabhangig vom maximalen Grad beschranken
konnen.

Satz 1.65. Ist G = (V, E) ein Graph und k € N eine natiirliche Zahl mit
der Eigenschaft, dass jeder induzierte Subgraph von G einen Knoten
mit Grad hochstens k enthalt, so gilt x(G) < k+ 1 und eine (k + 1)-
Farbung lasst sich in Zeit O(|E|) finden.

Beweis. Nach Annahme gibt es einen Knoten mit Grad hochstens k. Die-
sen nennen wir v, (falls es mehrere solche Knoten gibt, wéahlen wir einen
beliebig) und entfernen v, aus dem Graphen und adaptieren die Grade
der iibrigen Knoten entsprechend. Wieder gilt: Es gibt einen Knoten mit
Grad hochstens k, wir wahlen einen solchen, nennen ihn v,_;, entfernen ihn
aus dem Graphen und adaptieren die Grade der iibrigen Knoten entspre-
chend. Fahren wir analog fort, so erhalten wir eine Reihenfolge vi,...,v,
der Knoten, sodass fiir alle 2 < 1 < n gilt: v; hat in dem durch die Knoten-
menge {Vvy,...,V;} induzierten Subgraphen Grad hdéchstens k. Farben wir
daher die Knoten vy,...,v, in dieser Reihenfolge, so wissen wir dass fiir
alle 2 < i < n gilt: Wenn wir v; farben wollen, so hat v; hochstens k bereits
gefarbte Nachbarn. Wenn uns daher k + 1 Farben zur Verfiigung stehen,
kommt mindestens eine dieser Farben nicht bei den Nachbarn von v; vor
und kann daher fiir v; verwendet werden. Mit anderen Worten: k+1 Farben
geniigen, um mit diesem Verfahren fiir jeden Knoten eine zuladssige Farbe
zu finden.

Wir iiberlegen uns nun noch, dass wir dieses Verfahren tatsachlich mit
Laufzeit O(|E|) implementieren kénnen. Dazu bendtigen wir zwei Ideen.
Zum einen fiilhren wir ein Array d[] ein, das fiir jeden Knoten und Zeit-
punkt 1 <1 <n den Grad des Knoten v in dem durch die noch nicht ent-
fernten Knoten induzierten Graphen G[V \ {vi 1,...,Vv,}] enthélt. Dies ist
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einfach: zu Beginn des Algorithmus entspricht d[v] genau dem Grad deg(v)
des Knoten v im Graphen G. Fiir jeden neu gefundenen Knoten v, v,,_1,...
benotigen wir Zeit O(deg(vi)), um das Array anzupassen (wir miissen ja
genau fiir jeden Nachbarn von v; den Wert um eins reduzieren). Insgesamt
benotigen wir hierfiir also Zeit O(|E|). Nun miissen wir uns noch tiberlegen,
wie wir jeweils einen Knoten vom Grad hochstens k in dem Subgraphen
G[V \ {vis1y...,vn]] effizient finden konnen. Dazu miissen wir zum einen
wissen, welche Knoten wir schon entfernt haben. Dies lasst sich einfach
durch ein Boolesches Array removed|] realisieren, das wir fiir jeden Knoten
v € V mit false initialisieren. Damit konnten wir die Knoten v; jeweils
finden, in dem wir jeweils das Array d[] nach einem Knoten v durchsuchen
mit d[v] < k und removed[v] = false. Dies wiirde aber jeweils Zeit O(|V|)
bendtigen und, fiir alle Knoten zusammen, zu einer Laufzeit von O([|V/|?)
fihren. Effizienter geht es, wenn wir zusatzlich noch eine Datenstruktur Q
verwenden, die zu jedem Zeitpunkt alle noch nicht entfernten Knoten mit
Grad hochstens k enthalt. Genauer gehen wir wie folgt vor: Nach der In-
itialisierung von d[] und immer, wenn wir die Werte von d[] updaten, fiigen
wir alle Knoten mit d[v] < k und removed[v] = false in Q ein und setzen
fiir diese Knoten removed[v] auf true, damit sie spater nicht nochmals in
Q eingefiigt werden. Als neuen Knoten v; konnen wir dann in jeder Runde
einen beliebigen Knoten aus Q wahlen, d.h. wir konnen Q zum Beispiel
als Stapel oder auch als Schlange implementieren. Durch die Verwendung
von Q reduziert sich die Wahl von v; von O(|V]) auf O(1) und die Gesamt-

laufzeit fiir das Bestimmen der Reihenfolge der Knoten vy, ..., v, ist daher
O(|E|). Wie bereits im Beweis von Satz 1.60 kénnen wir das eigentliche
Farben des Graphen ebenfalls in Zeit O(|E|) implementieren. [

Satz 1.66 (Mycielski-Konstruktion). Fiir alle k > 2 gibt es einen drei-
ecksfreien Graphen Gy mit x(Gy) > k.

Bewers. Wir beweisen den Satz durch Induktion iiber k. Fiir k = 2 ist
nichts zu zeigen: Der Graph, der aus einer einzigen Kante besteht, erfiillt
bereits alle Bedingungen des Satzes. Sei also k > 2 und Gy ein dreiecksfreier
Graph mit x(Gy) > k. Wir konstruieren daraus einen neuen Graphen Gy 1,
indem wir zu Gy einige zusatzliche Knoten und Kanten hinzufiigen. Seien
Vi...,v, die Knoten des Graphen Gy. Fiir jeden Knoten v; fiigen wir einen
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neuen Knoten w; hinzu und verbinden ihn mit allen Nachbarn von v; in
Gy. Zusatzlich fiigen wir noch einen Knoten z hinzu und verbinden ihn mit

allen Knoten wy,...,wy.
G e

Abbildung 1.17: Die Mycielski-Konstruktion fiir k = 3 und k = 4, und die
allgemeine Konstruktionsvorschrift von k auf k + 1.

Wir iiberlegen uns zundachst, dass der neue Graph kein Dreieck enthalt.
Da die Knoten w; nicht untereinander verbunden sind, ist der Knoten z
sicherlich in keinem Dreieck enthalten. Analog kann es kein Dreieck geben,
das zwei Knoten w; und wj enthilt. Da aber w; in Gy genau zu den Nach-
barn von v; verbunden ist, kann w; auch in keinem Dreieck mit zwei Knoten
aus Gy liegen (denn Gy ist ja nach Annahme dreiecksfrei). Also ist der neue
Graph Gy, in der Tat dreiecksfrei. Nehmen wir nun an, er wiirde sich mit
k Farben farben lassen. Dann kommt wegen dem Knoten z mindestens eine
der k Farben nicht unter den Nachbarn von z vor. Ohne Einschrankung
sei dies die Farbe k. Da alle Knotenpaare v; und w; dieselben Nachbarn in
Gy haben, konnen wir die mit k gefarbten Knoten in Gy sicherlich in die
Farbe des 'Partnerknotens’ w; umfarben, woraus folgt, dass sich Gy mit
k—1 Farben farben lasst, im Widerspruch zur Annahme. Also gibt es keine
Farbung von Gy.; mit k Farben und die chromatische Zahl von Gy.; ist
daher mindestens k + 1, was zu zeigen war. ]

Man kann sogar zeigen: Fir alle k, £ > 2 gibt es Graphen Gy, sodass Gy
keinen Kreis der Lange hochstens { enthilt, aber dennoch gilt: x(Gy ) > k.
Den Beweis dieses Satzes iiberlassen wir aber Spezialvorlesungen.

Den Abschnitt schliessen wir mit einem tiberraschend schwierigen algo-
rithmischen Problem. Nehmen wir an, jemand verspricht uns, dass der zu
farbende Graph chromatische Zahl drei hat. Dann wissen wir: Es gibt eine
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Reihenfolge der Knoten fiir die der Greedy-Algorithmus nur drei Farben
benotigt. Diese kennen wir aber nicht. Dennoch wollen wir mit moglichst
wenigen Farben auskommen. Der folgende Satz zeigt uns, dass uns zumin-
dest O(4/|V|) geniigen. In Anbetracht der Tatsache, dass der Graph ja in
Wirklichkeit 3-farbbar ist, ist dies nicht besonders eindrucksvoll. Es ist aber
fast das beste was bekannt ist: Es ist bekannt, dass das Farben mit vier
Farben NP-schwer ist und dass andererseits O(|V|*?"") (statt der von uns
bendtigten O([V|%?)) Farben ausreichen.

Satz 1.67. Jeden 3-farbbaren Graphen G = (V,E) kann man in Zeit
O(JE|]) mit O(4/|V|) Farben farben.

Bewers. Wir iiberlegen uns zunéachst: Ist G = (V| E) ein 3-farbbarer Graph
und v € V ein beliebiger Knoten in G, so ist der durch die Nachbarschaft
von v induzierte Subgraph G[N(v)] bipartit. In der Tat: In einer 3-Féarbung
von G missen alle Nachbarn von v eine andere Farbe bekommen als der
Knoten v; fiir die Knoten in N(v) stehen daher nur zwei Farben zur Ver-
figung — und der Graph G[N(v)] ist daher bipartit und wir konnen die
Nachbarschaft daher mit einer Breitensuche in linearer Zeit (genauer: li-
near in der Anzahl Kanten in der Nachbarschaft von v) mit zwei Farben
farben. Damit ergibt sich folgende Idee fiir einen Algorithmus: Solange es
einen Knoten mit “grossem” Grad gibt, wahlen wir einen solchen und farben
ihn und seine Nachbarn mit drei (neuen) Farben. Sobald es keinen Knoten
mit grossem Grad mehr gibt, wenden wir auf den restlichen Graphen den
Satz von Brooks an. Eine gute Wahl fiir “grossen” Grad ist der Wert /.
Denn dann farben wir héchstens n/4/n = /n Knoten nach der ersten Re-
gel (und benétigen dafiir maximal 34/n Farben) und fiir die Anwendung
des Satzes von Brooks bendtigen wir ebenfalls nur 4/n Farben. Insgesamt
kommen wir also sicher mit 4,/n Farben aus. (Die Konstante 4 1asst sich
durch eine bessere Wahl des Grenzwertes noch leicht reduzieren, an der
Grossenordnung +/n dndert sich dadurch jedoch nichts.) [



Kapitel 2

Wabhrscheinlichkeitstheorie und
randomisierte Algorithmen

Uber die Jahre haben stochastische Konzepte in der Informatik eine wach-
sende Bedeutung gewonnen. Einige (algorithmische) Beispiele wurden im
ersten Teil der Vorlesung bereits aufgegriffen. Die Grundlagen des Hashings
beruhen beispielsweise auf Aussagen iiber die Verteilung bestimmter Er-
eignisse. Auch dass der Sortieralgorithmus QuickSort zu Recht das Wort
,Schnell in seinem Namen trégt (und nicht etwa ,SlowSort” genannt wird,
was in Anbetracht seiner WorstCase Laufzeit von Q(n?) auf den ersten
Blick durchaus angebracht scheint), verdankt er seiner sehr effizienten Per-
formance bei einer zufalligen Wahl der Pivotelemente.

Der Einfluss der Stochastik auf die Informatik geht aber weit iiber die
Algorithmik hinaus. Jegliche Art von Kryptographie, wie wir sie heutzutage
in vielen Bereichen des taglichen Lebens verwenden, ware ohne Stochastik
so nicht moglich. Aber beim sogenannten verteilten Rechnen oder auch bei
der Entwicklung von Verfahren fiir Roboter, die sich eigenstandig koordi-
nieren sollen, spielt der Zufall eine grosse Rolle.

In diesem Kapitel werden wir die Grundlagen der Stochastik entwickeln
und an Beispielen illustrieren.

2.1 Grundbegriffe und Notationen

Einem stochastischen Experiment liegt immer ein Wahrscheinlichkeitsraum
(eine Menge Q) zugrunde, zusammen mit Wahrscheinlichkeiten fiir die Ele-
mente dieser Menge. Die folgende Definition formalisiert dies.

86
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Definition 2.1. Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist bestimmt
durch eine Ergebnismenge Q) = {w;, wy,...} von Elementarereig-
nissen. Jedem Elementarereignis w; ist eine (Elementar-)Wahr-
scheinlichkeit Pr(w;] zugeordnet, wobei wir fordern, dass 0 < Prw;] <

1 und

> Priw]=1.

we
Eine Menge E C Q heisst Ereignis. Die Wahrscheinlichkeit Pr[E]
eines Ereignisses ist definiert durch

Pr[E] := Z Prlw].

weE

Ist E ein Ereignis, so bezeichnen wir mit E := Q\ E das Komplemen-
tarereignis zu E.

Ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Q = {wq,...,w,} heisst endlicher
Wahrscheinlichkeitsraum. Wir werden uns in diesem Kapitel oft auf end-
liche Wahrscheinlichkeitsraume beschranken. Bei unendlichen Wahrschein-
lichkeitsraumen werden wir gewohnlich nur den Fall O = Nj betrachten.

Man kann den Begriff des Wahrscheinlichkeitsraumes auch auf iiberab-
zahlbare Mengen wie () = R erweitern. Hierbei treten jedoch einige zusatz-
liche Schwierigkeiten auf und wir werden die Behandlung dieses Themas
daher auf weiterfiihrende Vorlesungen verschieben. Fiir die Wahrschein-
lichkeitstheorie fiir diskrete (endliche oder abzédhlbar unendliche) Mengen
verwendet man oft auch den Begriff (elementare) Stochastik. Auf diese wer-
den wir uns in dieser Vorlesung beschranken.

Aus der Definition 2.1 folgen sofort einige elementare, aber sehr niitzli-
che Konsequenzen.

Lemma 2.2. Fiir Ereignisse A, B gilt:
1. Pr[0] =0, Pr[Q] = 1.
2. 0 < Pr[A] < 1.

3. Pr[A] =1 — Pr[A].
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4. Wenn A C B, so folgt Pr[A] < Pr[B].

Ebenso elementar ist der folgende Satz, der nichtsdestrotrotz einen
hochtrabenden Namen tragt.

Satz 2.3 (Additionssatz). Wenn die Ereignisse Aj,..., A, paarweise
disjunkt sind (also wenn fiir alle Paare i # j gilt, dass A; N A; = 0),
so gilt
Pr [U A;| = Z PI'[AJ
i=1 i=1
Fiir eine unendliche Menge von disjunkten Ereignissen Aq, Ay, ... gilt
analog

Pr l@ Ai] = > PrlAjl.
i=1

i=1

Die Annahme aus Satz 2.3, dass die Ereignisse paarweise disjunkt sind,
ist essentiell. Ohne diese ist die Aussage im Allgemeinen nicht wahr.

Beispiel 2.4. Wir werfen einen normalen sechsseitigen Wiirfel. Hier ist QO ={1,2,3,4,5, 6}
und jedes der sechs Elementarereignisse hat die Wahrscheinlichkeit 1/6. Betrachten wir
jetzt die Ereignisse A = {1,3,5} (Augenzahl ist ungerade) und B = {5, 6} (Augenzahl ist
mindestens fiinf), so sind diese Ereignisse nicht disjunkt. Tatsdchlich gilt Pr[A U B] =
Prl{1,3,5,6)] = £ # 2 + £ = Pr(A] + Pr[B].

Fiir den allgemeinen Fall gilt jedoch der folgende Satz.

Satz 2.5. (Siebformel, Prinzip der Inklusion/Exklusion)
Fiir Ereignisse Aj,...,A, (n > 2) gilt:

PrlUAi] = ) (=" 3 PriAg n-nAY]
i=1 1=1 1<ig<--<i1<n

= Z Pr[Ai] — Z Pr[Ay NA4]

i=1 1<i1<iz<n

+ Z PI‘[Ai] N Aiz N Ai3] —

1<i1<iz<iz<n

+(=D™T . Pr[A; N - N AL

Ein besonderer Speziallfall tritt auf, wenn wir Satz 2.5 auf den Wahr-
scheinlichkeitsraum Q = A; U --- U A, mit Prlw] = 1/|Q| anwenden, wo-
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bei Aj,..., A, beliebige endliche Mengen sind. Dann erhalten wir namlich
(nach ausmultiplizieren mit [Q)|) die niitzliche Formel

UA=D D% > A NN Ay
i1

1=1 1<iy < <ig<n

die ebenfalls oft als Siebformel bezeichnet wird.

Es ist auch nicht schwer, wenn auch etwas technisch, Satz 2.5 direkt
zu beweisen. Statt dies jedoch hier zu tun, verschieben wir den Beweis auf
ein spateres Kapitel (Beispiel 2.36), in dem uns einige dann zur Verfiigung
stehende zusatzliche Techniken ermoglichen etwas Rechnung einzusparen.
Wir illustrieren die grundlegenden Ideen hinter Satz 2.5 jedoch, indem wir
noch die Spezialfalle n = 2 und n = 3 explizit betrachten. Fiir n = 2 setzen
wir X := A1\ A; = A1\ (A1NA;). X ist so gewdhlt, dass X und A;NA; sowie
X und A; disjunkt sind. Deshalb konnen wir den Additionssatz anwenden:

PI‘[A]] = Pr[XU (A] N Az)] = Pr[X] + PI[A] N Az].
Wegen A; U A; = XU A, folgt daraus
Pr[A; U A;] = Pr[XU A;] = Pr[X] + Pr[A,] = Pr[A;] — Pr[A; N A, + PrlA;]

und wir haben die Behauptung fiir n = 2 gezeigt.

Abbildung 2.1 veranschaulicht den Fall n = 3. Man iiberzeuge sich, dass
durch die im Satz angegebene Summe die Elementarereignisse in jeder der
sieben Teilmengen A\ (BUC),...,AN BN C jeweils genau einmal gezdhlt
werden.

Abbildung 2.1: Ilustration zur Inklusion-Exklusion-Formel fiir n = 3.

Fir n > 4 werden die Formeln aus Satz 2.5 recht lang und umstandlich.
In diesem Fall gibt man sich deshalb oft mit der folgenden einfachen Ab-
schédtzung zufrieden, die in der Literatur nach GEORGE BOOLE (1815-1864)
benannt ist. In der Informatikliteratur wird hierfiir oft auch der Begriff
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,Union Bound“ verwendet, der sehr schon beschreibt, was die Ungleichung
besagt: Wir beschranken die Wahrscheinlichkeit der Vereinigung durch die
Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten.

Korollar 2.6. (Boolesche Ungleichung, Union Bound) Fiir Ereignisse
Aly.. Ay gilt
Pr [U A;| S ZPI‘[AJ
i=1 i=1
Analog gilt fiir eine unendliche Folge von Ereignissen A;, Ay, ..., dass
Pr (U, Aid < 3 2, Pr[A{].

Bewers. Wir betrachten zunachst den endlichen Fall. Fiir jedes i > 1 setzen
wir B; := A;{\(AjU---UA_;); dann gilt offenbar Pr[B;] < Pr[A;]. Ausserdem

sind je zwei Mengen B; und B; mit i # j disjunkt und es gilt UL, A; =
', Bi. Nach dem Additionssatz ist dann

Bi:| = i PI‘[BL] S i PI'[AI]
1 i=1 i=1

Die entsprechende Aussage flir eine unendliche Folge von Ereignissen be-

n n

pe| ()] =]

i=1 i=

weist man analog. [

Wahl der Wahrscheinlichkeiten

Wenn wir Wahrscheinlichkeitsraume und die damit verbundene Theorie
einsetzen wollen, miissen wir zunachst die Frage beantworten, wie bei einer
konkreten Anwendung die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse
sinnvoll festgelegt werden konnen. Einen ersten Anhaltspunkt liefert ein
Prinzip, das nach PIERRE-SIMON LAPLACE (1749-1827) benannt ist. La-
place leistete bedeutende Beitrage zu zahlreichen Gebieten. Insbesondere
beschaftigte er sich neben der Mathematik mit Astronomie, Physik und
Chemie. Unter Napoleon war er auch kurz als Minister des Inneren tatig,
wurde allerdings bereits nach sechs Wochen wieder abgelost, da er sich auch
der unbedeutendsten Probleme selbst annahm.

Prinzip von Laplace: Wenn nichts dagegen spricht, gehen wir davon aus,
dass alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich sind.
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Bei der Anwendung des Prinzips von Laplace gilt fiir alle Elementarer-
eignisse Pr(w] = 1/|QJ. Daraus erhalten wir fiir ein beliebiges Ereignis E

die Formel
K|

QI
Wir sagen dann auch, dass das Ergebnis des modellierten Zufallsexperi-
ments auf QO uniform verteult oder gleichvertelt ist.

Im informationstheoretischen Sinn besitzt der Wahrscheinlichkeitsraum
mit Prlw] = 1/]Q)] fiir alle w € Q die grosstmogliche Entropie (,,Unord-
nung“). Jede Abweichung von der Gleichwahrscheinlichkeit bedeutet, dass
wir in das Modell zusatzliche Information einfliessen lassen (und dadurch

Pr[E]

die Entropie verringern). Das Prinzip von Laplace besagt nun, dass es nicht
sinnvoll ist, bei der Modellierung eines Systems Wissen ,vorzugaukeln“,
wenn man nicht iiber entsprechende Anhaltspunkte verfiigt.

Wenn zusatzliches Wissen iiber das zu modellierende Experiment vor-
handen ist und die Bedingungen fiir die einzelnen Elementarereignisse so-
mit nicht mehr als symmetrisch angesehen werden konnen, so miissen die
Elementarwahrscheinlichkeiten diesen Umstanden angepasst werden. Wenn
beispielsweise auf einem Wiirfel die Seite mit der ,,Sechs durch eine weitere
,Bins“ ersetzt wird, so ist anschaulich klar, dass die Eins nun eine doppelt
so grosse Wahrscheinlichkeit erhalten sollte wie alle anderen Elementarer-
eignisse.

Beschreibung von Wahrscheinlichkeitsraumen und Ereignissen

Die vollstandige und mathematisch exakte Darstellung eines Wahrschein-
lichkeitsraumes, sowie entsprechender Ereignisse, ist bei vielen Anwendun-
gen recht kompliziert. Aus diesem Grund haben sich dafiir einige Konven-
tionen eingebiirgert, auf die wir im Folgenden kurz eingehen werden.

Als Beispiel fiir einen etwas komplizierteren Wahrscheinlichkeitsraum
betrachten wir ein Kartenspiel mit zwei Spielern, die wir A und B nennen.
Jeder Spieler erhalt fiinf Karten. Nach dem Prinzip von Laplace gehen wir
davon aus, dass jede Auswahl der zweimal fiinf Karten aus den 52 Karten
im gesamten Kartenspiel (franzdsisches Blatt mit den Farben Kreuz, Pik,
Herz, Karo und den Werten 2, 3, ..., 9, 10, Bube, Dame, Konig, Ass, also
4 .13 = 52 Karten) gleich wahrscheinlich ist.
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Als Ergebnismenge konnten wir beispielsweise definieren

Q = {X,V) X, YCC,XnY=0 X =|Y=5,
wobei C = (&, #, D, O} x (2,3,...,9,10,B,D, K, A} ).

Die Komponenten X und Y eines Elementarereignisses (X,Y) € Q entspre-
chen hierbei den Karten, die A und B erhalten.

An diesem Beispiel sieht man, dass es oft recht miihsam ist, eine Kodie-
rung fiir die Ergebnismenge aufzuschreiben. In der Praxis verzichtet man
deshalb haufig darauf und auch wir werden in Zukunft nicht immer eine
explizite Darstellung von Q) angeben. Allerdings sollte man sich stets klar-
machen, wie eine solche Darstellung im Prinzip auszusehen hatte. Wem bei
einem Beispiel nicht klar ist, auf welche Weise () kodiert werden konnte,
sollte sich auf jeden Fall iiber eine exakte Darstellung Gedanken machen
und gegebenenfalls versuchen, diese aufzuschreiben.

Wenn man keine formale Darstellung von () angibt, muss man auch die
Ereignisse informell angeben. Wenn wir beispielsweise die Wahrscheinlich-
keit untersuchen wollen, dass Spieler A vier Asse erhalt, so ,definieren wir
das entsprechende Ereignis E durch

E :=,Spieler A hat vier Asse",
anstatt zu schreiben

E={X,Y)e Q | X={(fi,wm),...,(f5,ws)}

und wy = ... =wy = A}

Wenn wir uns die Miihe sparen wollen, einem Ereignis einen Namen zu
geben, schreiben wir oft auch nur

Pr[,Spieler A hat vier Asse“]

fiir die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler A vier Asse hat.

2.2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Durch das Bekanntwerden zusatzlicher Information verandern sich Wahr-
scheinlichkeiten. Nehmen wir zum Beispiel an, dass wir bei einem Wiirfel
die geraden Zahlen rot markieren, verdeckt wiirfeln und dann den Wiirfel
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aus der Ferne betrachten. In diesem Fall konnen wir zwar die gewtirfel-
te Augenzahl nicht ablesen, aber wir konnen bereits an der Farbe erken-
nen, ob eine gerade oder eine ungerade Augenzahl gefallen ist. Dadurch
werden manche Elementarereignisse wahrscheinlicher, wahrend andere un-
wahrscheinlicher bzw. unmoglich werden.

Beispiel 2.7. Zwei Spieler, wir nennen sie wieder A und B, spielen eine Runde Poker. Die
beiden verwenden dazu das auf Seite 91 vorgestellte Experiment (52 Karten, 5 Karten pro
Spieler, keine getauschten Karten).

A ist sehr zufrieden mit seinen Karten, denn er halt vier Asse und eine Herz Zwei in
der Hand. B kann dieses Blatt nur iiberbieten, wenn sie einen Straight Flush (fiinf Karten
einer Farbe in aufsteigender Reihenfolge, zum Beispiel Kreuz 9, 10, Bube, Dame, Konig)
hat. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis F := B hat einen Straight Flush“ betragt

CF3-8+47 31

Pr[F] = — = =202...-107°.
rlF =15 (PZ9) ~ 1533939 0 0

Diese Rechnungen bediirfen noch einiger Erlauterung: Das Blatt von B wird zufallig aus
den 52 — 5 Karten gewdhlt, die A nicht besitzt. Bei allen Farben ausser Herz kann der
Straight Flush bei den acht Karten 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 oder 9 beginnen. Bei Herz fallt die
Zwei weg, da diese Karte ja im Besitz von A ist.

Die dusserst geringe Wahrscheinlichkeit von F wiirde A sehr beruhigen, wenn er nicht
die Karten gezinkt hatte und deshalb erkennen konnte, dass B nur Kreuz in der Hand halt.
A beginnt also noch einmal zu rechnen: Wir setzen nun [Q'| = (152), da das Blatt von B aus
den zwolf Kreuzkarten gewdhlt wird, die nicht in der Hand von A sind. Ferner bezeichne F’
das Ereignis, dass B einen Straight Flush der Farbe Kreuz hat. Wir erhalten mit derselben
Argumentation wie oben [F/| = 8. In unserem neuen Wahrscheinlichkeitsraum gilt

1
P8 8 o

Qe (‘52) 792

Pr[F']

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sieg von B ist also drastisch gestiegen, wenn sie auch
absolut gesehen noch immer nicht besonders gross ist.

Beispiel 2.7 zeigt, wie zusatzliche Information den Wahrscheinlichkeits-
raum und damit die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses beeinflussen kann.
Mit A|B (sprich: ,,A bedingt auf B“ oder ,, A gegeben B“) bezeichnen wir
das Ereignis, dass A eintritt, wenn wir bereits wissen, dass das Ereignis B
auf jeden Fall eintritt.

Beispiel 2.7 (Fortsetzung) Sei K das Ereignis, dass B nur Kreuzkarten in der Hand hat. In
unserem Beispiel entspricht F' im neuen Wahrscheinlichkeitsraum Q' somit dem Ereignis
FIK im Wahrscheinlichkeitsraum Q.

Welche Eigenschaften sollte eine sinnvolle Definition von Pr[A|B] erfiil-
len? Die folgenden Punkte macht man sich zu dieser Frage recht schnell
klar:



KAPITEL 2. WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE 94

1. Pr[B|B] = 1, denn wenn wir wissen, dass B sicher eintritt, dann soll-
te die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von B gleich Eins sein.
Ebenso fordern wir Pr[B|B] = 0.

2. Die Bedingung auf Q sollte keine Auswirkungen auf die Wahrschein-
lichkeit eines beliebigen Ereignisses A haben, da die Aussage ,,Q) ist
eingetreten” keine zusatzliche Information liefert. Wir fordern also
Pr[A|Q] = Pr[A].

3. Wenn wir wissen, dass B eingetreten ist, dann kann ein Ereignis A
nur dann eintreten, wenn zugleich auch A N B eintritt. Die Wahr-
scheinlichkeiten Pr[A|B] sollten daher fiir ein festes B proportional zu
Pr[A N B] sein.

Diese Uberlegungen fiihren zu folgender Definition.

Definition 2.8. A und B seien Ereignisse mit Pr[B] > 0. Die bedingte
Wahrscheinlichkeit Pr[A|B] von A gegeben B ist definiert durch

Pr[A N B]

Pr[A|B] := Br[B]

Der Leser iiberzeuge sich, dass Definition 2.8 die zuvor aufgelisteten Eigen-
schaften erfullt.

Beispiel 2.7 (Fortsetzung) Erinnern wir uns: Da A die Karten gezinkt hat, kann er erken-
nen, dass B nur Kreuzkarten in der Hand halt, das Ereignis K also eingetreten ist. Gesucht

ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses F, dass B einen Straight Flush in der Hand halt,
unter dieser Bedingung. Gemadss Definition 2.8 berechnen wir dazu zunéchst

PrFNKl = — wund Pr[Kl=-21=""1,
Q)] Ql1Q]
Daraus folgt
8
Pr[FNK] 710 8
Pr[FIK] = = =—
I'[ ‘ ] Pr[K] ‘Igglll‘ |Q,|)

und wir erhalten also dasselbe Ergebnis wie bei unseren vorigen, auf direkten Uberlegungen
basierenden Rechnungen.

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten der Form Pr[-|B] bilden fiir ein
beliebiges Ereignis B C QO mit Pr[B] > 0 einen neuen Wahrscheinlichkeits-
raum iiber Q. Die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse w; berech-
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nen sich durch Pr{w;|B]. Man tiberpriift leicht, dass dadurch Definition 2.1
erfillt ist:

Pr(w N B] Pr[w] Pr[B]
D_PriwBl =) T PrB] D Pr[B] _ PrB]

we we weB

Damit gelten alle Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten auch fiir bedingte
Wahrscheinlichkeiten. Beispielsweise erhalten wir die Regeln Pr[(|B] = 0
oder Pr[A[B] = 1 — Pr[A|B].

Den bedingten Wahrscheinlichkeitsraum kann man sich so vorstellen,
dass die Wahrscheinlichkeiten fiir Elementarereignisse ausserhalb von B
auf Null gesetzt werden. Die Wahrscheinlichkeiten fiir Elementarereignisse
in B werden dann so skaliert, dass die Summe aller Wahrscheinlichkeiten
wieder Eins ergibt. Zur Skalierung ist der Faktor 1/Pr[B] nétig, da wir die
Wahrscheinlichkeit fiir alle Elementarereignisse w € B auf Null setzen und
die Summe der verbleibenden Elementarwahrscheinlichkeiten somit gleich
Pr[B] ist.

Beim Umgang mit Wahrscheinlichkeiten im Allgemeinen und mit be-

dingten Wahrscheinlichkeiten im Besonderen ist es erforderlich, sehr sorg-
faltig vorzugehen und nie die formalen Definitionen aus den Augen zu ver-
lieren, da man sonst leicht zu voreiligen Schliissen verleitet wird. Das fol-
gende Problem stellt ein berithmtes Beispiel hierfiir dar.
Beispiel 2.9. (Zweikinderproblem) Wir sind zu Gast bei einer Familie mit zwei Kindern.
Wir nehmen an, dass bei der Geburt eines Kindes beide Geschlechter gleich wahrscheinlich
sind. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder der Familie Madchen sind,
wenn wir wissen dass sie mindestens ein Madchen haben?

Die Frage verfiihrt zur spontanen Antwort %, da fiir das Geschlecht des unbekannten
Kindes immer noch zwei Moglichkeiten bestehen. Von diesen ist scheinbar keine bevorzugt,
da das Geschlecht des Geschwisterkindes keine Auswirkung auf das Geschlecht des bislang
unbekannten Kindes hat.

Bei genauerem Hinsehen stellt man aber fest, dass die Ergebnismenge so zu definieren
ist: Q :={mm, mj,jm,jj}. Hierbei ist das Geschlecht (j fiir ,,Junge* und m fiir ,M&adchen“)
der Kinder in der Reihenfolge ihrer Geburt angetragen. Wir bedingen auf das Ereignis

M := {mm, mj,jm} und interessieren uns fiir A := {mm} und die Wahrscheinlichkeit
Pr[A|M]. Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit folgt

Pr[AnM] 1/4 1
PrIAM] = ———— =-—"— = -.
IAMI= =5 ~ 3/ 73
Die Wahrscheinlichkeit 1/3 folgt daraus, dass wir wussten, dass eines der beiden Kinder
ein Médchen ist (aber nicht, welches). Wissen wir, dass das dltere Kind ein M&dchen ist,
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so folgt

P
PrlA| ilteres Kind ist ein Midchen®] — Pm - % - %

Kennen wir andererseits noch gar kein Kind, so erhalten wir
1
Pr[A] = Pr{mm} = 7

Wir sehen: die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses hangt sehr davon ab, welche Informa-
tionen uns bereits bekannt sind. Es ist daher wichtig, sich immer sehr genau zu iiberlegen,
ob bzw. auf welches Ereignis wir bedingen miissen.

Haufig verwendet man Definition 2.8 in der Form
Pr[A N B] = Pr[B|A] - Pr[A] = Pr[A|B] - Pr[B]. (2.1)

Anschaulich bedeutet dies: Um auszurechnen, mit welcher Wahrscheinlich-
keit A und B zugleich eintreten, geniigt es, die Wahrscheinlichkeiten zu
multiplizieren, dass zunachst A eintritt und dann noch B unter der Bedin-
gung, dass A schon eingetreten ist. Bei mehr als zwei Ereignissen fiithrt dies
zu folgender Rechenregel.

Satz 2.10. (Multiplikationssatz) Seien die Ereignisse Aj,..., A, ge-
geben. Falls Pr[A; N ---NA,] > 0 ist, gilt

PrlA;n---NAl =
Pr[A:] - PrlA,|A] - PrlA3|A; N AL - - Pr[A AT N - - N ALl

Beweis. Zunachst halten wir fest, dass alle bedingten Wahrscheinlichkeiten
wohldefiniert sind, da Pr[A;] > Pr[A1NAy] > ... > PrfA7n---NA,.] > 0.
Die rechte Seite der Aussage im Satz konnen wir gemass der Definition der
bedingten Wahrscheinlichkeit umschreiben zu

Pr[A;] Pr[A;NA;] PrlA;NA;NA;3] PrfA;Nn...NA,]
1 Pr[A4] Pr[A; N A;] PrlAinN...NA 4] )

Offensichtlich kiirzen sich alle Terme bis auf Pr[A;N...NA,]. O

Mit Hilfe von Satz 2.10 konnen wir ein klassisches Problem der Wahrschein-
lichkeitsrechnung 16sen:
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Beispiel 2.11. (Geburtstagsproblem) Wir mochten folgende Frage beantworten: Wie gross
ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer m-kopfigen Gruppe zwei Personen am selben
Tag Geburtstag haben? Dieses Problem formulieren wir folgendermassen um: Man werfe
m Balle zuféllig und gleich wahrscheinlich in n Korbe. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit,
dass nach dem Experiment jeder Ball allein in seinem Korb liegt? Im Fall des Geburts-
tagsproblems gilt (wenn man von Schaltjahren absieht und Gleichwahrscheinlichkeit der
Geburtstage annimmt) n = 365.

Fir m > n folgt aus dem Schubfachprinzip, dass es immer einen Korb mit mehr als
einem Ball gibt. Wir fordern deshalb 0 < m < n. Zur Berechnung der Losung stellen wir
uns vor, dass die Balle nacheinander geworfen werden. A; bezeichne das Ereignis ,Ball i
landet in einem noch leeren Korb“. Das gesuchte Ereignis ,,Alle Bélle liegen allein in einem
Korb" bezeichnen wir mit A. Nach Satz 2.10 kénnen wir Pr[A] berechnen durch

Pr[A] = Prin™,Ai]
= PrlA]- PrlA;|A¢] - Pr[As|A; N Aql- - PrlA N, " A4l

Pr(A;] m{j Ai] bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, dass der j-te Ball in einer leeren Urne
landet, wenn bereits die vorherigen j — 1 Baélle jeweils allein in einer Urne gelandet sind.
Wenn unter dieser Bedingung A; eintritt, so muss der j-te Ball in eine der n — (j — 1)
leeren Urnen fallen, die aus Symmetriegriinden jeweils mit derselben Wahrscheinlichkeit
gewahlt werden. Daraus folgt

n—(G-1_, j-1

-1
PI‘[A)" 01:1 Al] = n n

Mit der Abschitzung 1 —x < e * und wegen Pr[A] = 1 erhalten wir
Pr[A] = ﬁ (1 _ H) < ﬁef(jfwn — e /MIEPT _ ommim=1)/(2n)
j=2 " j=2
Abbildung 2.2 zeigt den Verlauf der Funktion

f(m) — efm(mf1 )/(2:365)

Bei 50 Personen ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Personen am selben Tag
Geburtstag haben, bereits grosser als 95%.
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Abbildung 2.2: Die Funktion f(m) = e m(m-1/(2:365)

Analysen ahnlich der in Beispiel 2.11 werden insbesondere fiir die Unter-
suchung von Hash-Verfahren benodtigt. Aufgabe von Hash-Verfahren ist es,
m Datensdtze moglichst gut (und effizient) in n Speicherplatze einzuord-
nen. Wenn zwei Datensatze demselben Speicherplatz zugeordnet werden,
so spricht man von einer Kollision. Da Kollisionen unerwiinschte Ereignisse
darstellen, mochte man das Verfahren so auslegen, dass Kollisionen nur sel-
ten auftreten. Das Geburtstagsproblem beantwortet die Frage, mit welcher
Wahrscheinlichkeit keine einzige Kollision auftritt, wenn man die Datensat-
ze zufdllig verteilen wiirde. Die in der Praxis verwendeten Verfahren (die
so genannten Hash-Funktionen) garantieren zwar keine ,vo6llige* Gleichver-
teilung, aber die Abweichungen sind im Allgemeinen so gering, dass die
obigen Abschadtzungen zumindest ndherungsweise zutreffen.

Beispiel 2.12. Wir nehmen an, dass die Datensédtze aus einem Universum K stammen. Da
Datensatze auf einem Rechner durch eine Folge von Bits codiert werden, nehmen wir
im Folgenden an, dass K C Ny gilt. Nehmen wir weiter an, dass K = [p], wobei p eine
Primzahl ist, so kénnen wir fiir jedes Paar a,b € K mit a # 0 eine Hash-Funktion wie
folgt definieren:

hab : ’C—)[TL]
k — ((ak +b) mod p) mod n.

Die Annahme, dass p eine Primzahl ist, impliziert, dass es fiir jedes k' € K genaueink € K
gibt mit k' = (ak + b) mod p (fiir Nicht-Primzahlen p gilt dies nicht). Die Funktion hqp
hat daher fiir alle Paare a,b € K mit a # 0 die Eigenschaft, dass Ihgg (1)] < [p/n]. Das
heisst, die Funktion hqy, verteilt die Elemente aus K gleichméssig auf den Speicher [n].

Aus der Vorlesung Algorithmen und Datenstrukturen wissen Sie schon, dass die
Funktionen hgy, sogar eine universelle Familie von Hashfunktionen bildet. Dies bedeutet,
dass fiir alle kq,k; € K mit k; # k, und fiir eine uniform zuféllig gezogene Hashfunktion
gilt: Prfhap (k1) = hap(k2)] < 1/
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Ausgehend von der multiplikativen Darstellung der bedingten Wahr-
scheinlichkeit in (2.1) zeigen wir den folgenden Satz.

Satz 2.13. (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit) Die Ereignisse
A, ..., A, seien paarweise disjunkt und es gelte B C A; U ... UA,.
Dann folgt

Pr[B] = ) Pr[B|A{- Pr[Ajl.
i=1
Analog gilt fiir paarweise disjunkte Ereignisse A;, A,,... mit B C
UZ; Ai, dass

Pr[B] = i Pr[B|Ai] - Pr[A4].

i=1

Bewers. Wir zeigen zunachst den endlichen Fall. Wir halten fest, dass
B=(BNA;))uU---U(BNA,).

Da fiir beliebige 1,j mit i # j gilt, dass A; N A; = 0 ist, sind auch die
Ereignisse BNA; und BNA; disjunkt. Wegen (2.1) gilt Pr[BNA;] = Pr[BIA;]-
Pr[A;]. Wir wenden nun den Additionssatz an:

Pr[B] =Pr[BNA;]+---+Pr[BNA,]
= Pr[B|A4] - Pr[A;] + -+ + Pr[B|A,.] - Pr[A,]

und haben damit die Behauptung gezeigt.
Da der Additionssatz auch fiir unendlich viele Ereignisse A, Ay, ... gilt,
kann dieser Beweis direkt auf den unendlichen Fall iibertragen werden. [

Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ermoglicht haufig eine ein-
fachere Berechnung komplexer Wahrscheinlichkeiten, indem man die Er-
gebnismenge () geschickt in mehrere Falle zerlegt und diese getrennt be-
trachtet. Das folgende bekannte Problem lasst sich mit dieser Technik recht
einfach 1osen.

Beispiel 2.14. (Ziegenproblem) Die Kandidatin einer Fernsehshow darf zwischen drei Tii-
ren wahlen, um ihren Gewinn zu ermitteln. Hinter einer davon befindet sich ein teures
Auto, wahrend hinter den beiden anderen als Trostpreis jeweils eine Ziege wartet. Um die

Spannung zu steigern, 6ffnet der Showmaster, nachdem die Kandidatin gewahlt hat, eine
der beiden iibrigen Tiiren, hinter der sich (wie er weiss) eine Ziege befindet, und bietet
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der Kandidatin an, die Tiir noch einmal zu wechseln. Wiirden Sie an ihrer Stelle dieses
Angebot annehmen?

Wir betrachten die Ereignisse A := ,Kandidatin hat bei der ersten Wahl das Auto
gewdhlt” und G := ,Kandidatin gewinnt nach Wechseln der Tiir". Zu berechnen ist Pr[G].
Offensichtlich gilt Pr[G|A] = 0, da die Kandidatin nach dem Wechseln die ,richtige Tiir
verlasst. Ferner erhalten wir Pr[G\;\] = 1, da die Kandidatin nach der ersten Wahl vor
einer Ziege stand und die zweite Ziege vom Showmaster aufgedeckt wurde. Folglich muss
sich hinter der verbleibenden Tiir das Auto befinden. Mit dem Satz von der totalen Wahr-
scheinlichkeit schliessen wir, dass

Pr[G] = Pr[G|A] - Pr[A] + Pr[G|A] - Pr[A] =0 - % +1- % = %

Es zahlt sich also aus, die THir zu wechseln.

Mit Hilfe von Satz 2.13 erhalten wir leicht einen weiteren niitzlichen
Satz.

Satz 2.15. (Satz von Bayes) Die Ereignisse Ay, ..., A, seien paarwei-
se disjunkt. Ferner sei B C A; U---U A, ein Ereignis mit Pr[B] > 0.
Dann gilt fiir ein beliebigesi=1,...,n

Pr(A;nB]  Pr[BJA]- Pr[A]
PrB] 3|, PrBIA]- PrA]’

Pr[Ai|B] =

Analog gilt fiir paarweise disjunkte Ereignisse A;,A,,... mit B C
U Ag, dass
Pr[A; N B] Pr[B|A;] - Pr[Aj]

PrAB = 5B = T, PriBIA] - PriA

]

Mit dem Satz von Bayes kann man gewissermassen die Reihenfolge der
Bedingung umdrehen. Dieses Verfahren kommt insbesondere bei der Ent-
wicklung von medizinischen Tests sehr oft zur Anwednung.

Beispiel 2.16. Wir betrachten einen medizinischen Test zur Fritherkennung einer bestimm-

ten Krebsart. Der Test ist binar, das heisst, er kann entweder positiv oder negativ ausfallen.
Wir definieren uns einen Wahrscheinlichkeitsraum dadurch, dass wir den Test auf einen
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zufadlligen Patienten anwenden. Dann kdnnen folgende Ereignisse eintreten:

P =,der Test ist positiv",

N =, der Test ist negativ",

K = ,der Patient hat Krebs"“,

G = ,der Patient hat nicht Krebs".

Es gibt nun zwei Arten von Fehlern, die bei dem Test auftreten konnen: Entweder der
Test fallt bei einem gesunden Patienten positiv aus (Fehler 1. Art, false positive) oder
der Test fallt bei einem kranken Patienten negativ aus (Fehler 2. Art, false negative).
Bezeichnen wir mit F; und F, die Ereignisse, dass ein Fehler 1. bzw. 2. Art eintritt, so gilt
also

Pr[F;] = Pr[P|IG] und Pr[F,] = Pr[N|K].

Bei einem guten Test sind offenbar beide Wahrscheinlichkeiten moglichst klein.

Die Fehlerwahrscheinlichkeiten lassen sich empirisch ermitteln. Fiir dieses Beispiel
nehmen wir an, dass ein Fehler 1. Art mit Wahrscheinlichkeit Pr[F;] = 0.02 und ein Fehler
2. Art mit Wahrscheinlichkeit Pr[F;] = 0.01 eintritt, also beide Arten von Fehler relativ
selten sind. Was bedeutet es nun fiir einen Patienten, wenn sein Test positiv ausfallt?
Hierfiir miissen wir Pr[K|P] betrachten, also die Wahrscheinlichkeit, dass der Patient tat-
sachlich krank ist, gegeben, dass sein Test positiv war. Dabei ist noch die Angabe wichtig,
wie haufig die Krankheit insgesamt ist. Hier nehmen wir an, dass von dieser speziellen
Krebsart etwa 0.5% der Bevolkerung betroffen ist, das heisst also Pr[K] = 0.005.

Nach dem Satz von Bayes (mit B =P, Ay =K und A, = G), gilt nun

Pr[P|K] - Pr[K]
Pr[P|K] - Pr[K] + Pr[P|G] - Pr[G]

Nach den Angaben haben wir Pr[P|G] = Pr[F;] = 0.02, Pr[K] = 0.005 und Pr[G] =1 —
Pr[K] = 0.995. Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt ausserdem Pr[N|K]+
Pr[PIK] = (Pr[N N K] + Pr[P N K])/Pr[K] und, da P und K komplementire Ereignisse
sind, somit Pr[N N K] + Pr[P N K] = Pr[K] und also Pr[N|K] + Pr[P|K] = 1. Damit folgt
Pr[P|K] = 1 — Pr[F,] = 0.99. Daher ist

Pr[K[P] =

0.99 - 0.005
PrK[P] = —0.1991...
TKIPl = 559 0.005 1 0.0 0995 ~ 01971

es ist also immer noch eher unwahrscheinlich, dass der Patient wirklich krank ist.

2.3 Unabhangigkeit

Bei einer bedingten Wahrscheinlichkeit Pr[A|B] kann der Fall auftreten,
dass die Bedingung auf B, also das Vorwissen, dass B eintritt, keinen Ein-
fluss auf die Wahrscheinlichkeit hat, mit der wir das Eintreten von A erwar-
ten. In diesem Fall gilt also Pr[A|B] = Pr[A] und wir nennen die Ereignisse
A und B unabhangig. Bevor wir diesen Begriff formalisieren, betrachten
wir zundchst ein einfiihrendes Beispiel.
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Beispiel 2.17. Wir untersuchen das Zufallsexperiment ,Zweimaliges Wiirfeln mit einem
sechsseitigen Wiirfel“. Als Ergebnismenge verwenden wir

Dabei bezeichnet das Elementarereignis (i,j) den Fall, dass im ersten Wurf die Zahl 1 und
im zweiten Wurf die Zahl j gewiirfelt wurde. Alle Elementarereignisse erhalten nach dem
Prinzip von Laplace die Wahrscheinlichkeit 31—6. Ferner definieren wir die Ereignisse

A := Augenzahl im ersten Wurf ist gerade,

B := Augenzahl im zweiten Wurf ist gerade.

Es gilt Pr[A] = Pr[B] = % Wie gross ist Pr[B|A]? Nach unserer Intuition sollte gelten
Pr[B|A] = Pr[B] = %, da der Ausgang des ersten Wurfs den zweiten Wurf nicht beeinflusst
(der Wiirfel ist ,gedéchtnislos”). Folglich gewinnen wir durch die Bedingung, dass A ein-
getreten ist, keine wesentliche Information in Bezug auf das Ereignis B hinzu. Wir rechnen
dies nun auch noch formal nach. Es gilt

BNA={(22),(2,4),(26),(4,2),(4,4),(4,6),(6,2),(6,4),(6,6)}

und somit

PrBIA] = ———— = 36 —

PrBNA] 3= 1
BrIA] T = Pr[A].

!
172

Damit haben wir nachgewiesen, dass das Eintreffen des Ereignisses A keine Auswirkungen
hat auf die Wahrscheinlichkeit, mit der das Ereignis B eintrifft.

Die folgende Definition formalisiert den Begriff der Unabhangigkeit.

Definition 2.18. Die Ereignisse A und B heissen unabhdngtig, wenn gilt

Pr[A N B] = Pr[A] - Pr[B].

Wenn Pr[B] # 0 ist, so konnen wir Definition 2.18 umformen zu

Pr[A N B]
Pr[A] = ——————— = Pr[A|B].
r[A] 1B r[A|B]
Pr[A|B] zeigt also fiir unabhéangige Ereignisse A und B das Verhalten, das
wir erwartet haben.
Beispiel 2.17 (Fortsetzung) Bei den Ereignissen A und B ist die Unabhéngigkeit klar,

da offensichtlich kein kausaler Zusammenhang zwischen den Ereignissen besteht. Wir be-
trachten nun noch ein weiteres Ereignis:

C := Summe der Augenzahlen beider Wiirfe betragt 7.
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Da das Ereignis C beide Wiirfe beriicksichtigt, konnte es durchaus sein, dass C von A
beeinflusst wird. Wir rechnen jedoch nach, dass

ANC={2,5),(4,3),(6,1)}

und damit

Pr[ANC] = 33—6 = ]1—2 = 12 . 18 = Pr[A] - Pr[C] bzw. Pr[C|A] = Pr[C].
Damit haben wir nachgewiesen, dass A und C unabhangig sind. Analog zeigt man die
Unabhangigkeit von B und C.

Die Unabhangigkeit von A und C bedeutet intuitiv: Wenn wir wissen,
dass A eingetreten ist, so andert sich dadurch nichts an der Wahrschein-
lichkeit, mit der wir das Ereignis C erwarten. Bei der Untersuchung von
Ereignis C ist es uns deshalb egal, ob A eintritt oder nicht. In Beispiel 2.17
haben wir gesehen, dass fiir die zwei Ereignisse A und C die Bedingung der
Unabhangigkeit erfiillt ist, obwohl sie nicht wie die Ereignisse A und B in
Beispiel 2.17 ,physikalisch“ getrennt sind.

Unabhangige Ereignisse haben viele ,schone Eigenschaften, von denen
wir noch einige kennen lernen werden. Die Analyse eines Zufallsexperiments
wird deshalb stark vereinfacht, wenn man zeigen kann, dass die dabei be-
trachteten Ereignisse unabhangig sind.

Auch fiir mehr als zwei Ereignisse kann man Unabhangigkeit definie-
ren. Besonders einfach ist dies wieder, wenn die Ereignisse ,physikalisch”
getrennt sind, da man fiir jedes eine neuen Miinzwurf durchfiihrt. Das fol-
gende Beispiel zeigt eine interessante Anwendung hierfiir.

Beispiel 2.19 (Visuelle Kryptographie). Sagen wir, wir haben ein Bild, das nur aus schwar-
zen und weissen Pixeln besteht. Mathematisch stellen wir uns das Bild als eine n x m-

Matrix von Nullen und Einsen vor, wobei eine 0 ein schwarzes Pixel darstellt. Zum Beispiel
betrachten wir folgendes Bild des Buchstaben W:

Y

Wir wollen dieses Bild nun verschliisseln. Hierfiir folgen wir einer Idee, die 1994 von MONI
NaoR und AD1 SHAMIR entwickelt wurde. Wir zerlegen unser Bild B in zwei Bilder B;
und B;, die jeweils doppelt so gross sind, also Dimension 2n x 2m haben; hierfiir ersetzen
wir jedes Pixel von B durch 2x2-Blocke in By und B, wie folgt:

N — (W M) oder (M, ™)
O (a8 ™) oder (M, M),
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wobei die Auswahl fiir jedes Pixel durch einen fairen und unabhangigen Miinzwurf getrof-
fen wird. Fiir das obige Bild eines W erhalten wir zum Beispiel die Bilder:

Diese zwei Bilder sind, wie man leicht sieht, nicht voneinander unabhéngig. Jedoch sind
innerhalb von B; alle 2x2-Blécke voneinander unabhéngig, denn jeder Block ist ja i oder
B mit Wahrscheinlichkeit je 1/2, und zwar unabhdngig davon, ob das urspriingliche Pixel
in B schwarz oder weiss ist. Das Gleiche gilt fiir B,. Das heisst, auf sich allein gestellt
enthalten weder B; noch B, irgend eine Information iiber das urspriingliche Bild. Was
passiert aber, wenn wir beide Bilder iibereinanderlegen, wobei wir uns die weissen Stellen
als Transparent vorstellen? Dann erhalten wir das Bild:

Wir haben also das urspriingliche Bild wiedergefunden, wenn die Rekonstruktion auch
nicht ganz perfekt ist, da die urspriinglich weissen Pixel jetzt ‘grau’ sind. Auf diese Art
kann mit Transparenten ein schwarz-weisses Bild effizient und sicher verschliisseln.

In Beispiel 2.17 haben wir gesehen, dass zwei Ereignisse unabhangig
sein konnen, obwohl! dies aus der Definition der Ereignisse nicht sofort er-
sichtlich ist. Wenn wir mehr als zwei Ereignisse betrachten, so wird die
Situation noch komplizierter. Es kann zum Beispiel sein, dass von drei Er-
eignissen jeweils zwei unabhangig sind, dass aber die Bedingung auf zwei
Ereignisse Einfluss auf die Wahrscheinlichkeit eines dritten Ereignisses hat.
Das folgende Beispiel veranschaulicht dies.

Beispiel 2.20. Wir werfen zwei ideale Miinzen M; und M;. (Das Wort ideal bringt hier
zum Ausdruck, dass wir annehmen wollen, dass bei jedem Miinzwurf die beiden Ergebnisse
LKopf“ K und ,,Zahl“ Z mit gleicher Wahrscheinlichkeit fallen.) Unser Wahrscheinlichkeits-
raum besteht also aus den vier Elementarereignissen (K, K), (K, Z), (Z,K), (Z,Z), wobei
jedes mit Wahrscheinlichkeit 1/4 eintritt. Wir betrachten die Ereignisse

A =, My zeigt Kopf" = {(K, K), (K, Z)}

B :=,,M; zeigt Kopf* = {(K, K), (Z,K)}

C :=,die Resultate sind verschieden“ = {(K, Z), (Z,K)}.
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Nun sind A und B voneinander unabhangig, denn
Pr[A N B] = 1/4 = Pr[A]Pr[B].

Ebenso tiberpriift man leicht, dass B und C voneinander unabhédngig sind; und genauso A
und C. Allerdings sind A, B, und C zusammen nicht voneinander unabhéngig, denn falls
je zwei Ereignisse eintreten, so tritt auf keinen Fall das Dritte ein, also insbesondere

Pr[ANBN C] =0 # 1/8 = Pr[A]Pz[B]Pz[C].

Beispiel 2.20 zeigt, dass es flir die Definition der Unabhangigkeit von
n Ereignissen Aj,...,A, nicht geniigt, die paarweise Unabhangigkeit der
Ereignisse zu verlangen. Wir miissen zudem fordern, dass Pr[A;N---NA,] =
Pr[A;]---Pr[A,] gilt. Es ist allerdings auch nicht ausreichend nur diese
Bedingung zu fordern, wir unser nachstes Beispiel zeigt.

Beispiel 2.21. Wir wahlen eine zufallige Zahl zwischen 1 und 8 und betrachten die Ereignisse
A :=,die Zahl ist in {1,2,3,4} und B :=,die Zahl ist in {1,5,6,7}.
Ausserdem sei C = B. Dann gilt
Pr[A N BN C] = Pr[A N B] = 1/8 = Pr[A]Pr[B]Pr[C],

aber Pr[A N B] = 1/8 # Pr[A]Pr[B], das heisst, A und B sind nicht unabhéingig.

Die vorstehenden Beispiele motivieren, dass wir fiir die Definition der
Unabhangikeit von mehreren Ereignissen fordern miissen, dass alle Teul-
mengen die Unabhangigkeitsbedingung ebenfalls erfiillen. Dies fithrt zu
folgender Definition.

Definition 2.22. Die Ereignisse A;,...,A, heissen unabhangig, wenn
fiir alle Teilmengen I C {1,...,n} mit I = {i;,..., 1} gilt, dass

PI‘[Ai] N---N Aik] = PI[A;H] 0oo PI‘[Aik]. (22)

Eine unendliche Familie von Ereignissen A; mit i € N heisst unab-
héngig, wenn (2.2) fiir jede endliche Teilmenge I C N erfiillt ist.

Das folgende Lemma zeigt eine Bedingung, die aquivalent ist zu Defi-
nition 2.22, aber manchmal mit geringerem Aufwand iberpriift werden
kann.
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Lemma 2.23. Die Ereignisse Aq,...,A, sind genau dann unabhéngig,
wenn fiir alle (s7,...,s,) € {0, 11" gilt, dass

PrlA{' N--- N A% = Pr[AS] - - Pr[AS], (2.3)

wobei A? = A; und A! = A,

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass aus (2.2) die Bedingung (2.3) folgt. Wir
beweisen dies durch Induktion iiber die Anzahl der Nullen in sy,...,s,.
Wenn s; = --- = s, = 1 gilt, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls gelte ohne
Einschrankung s; = 0. Aus dem Additionssatz folgt dann

Pr[A;NAYN---NAS] = PrlA2N---NAS
—Pr[A1 N AZ N---NA.

Darauf konnen wir die Induktionsannahme anwenden und erhalten

Pr[A; NAZN---NAS
Pr[AY] -+ Pr[Ar] — Pr[Aq] - Pr[AY] - - - Pr[AS"]
= (1 —="Pr[A4]) - Pr[AY]-- - Pr[AS"],

woraus die Behauptung wegen 1 — Pr[A;] = Pr[%] folgt.

Die Gegenrichtung zeigen wir nicht in voller Allgemeinheit, sondern
rechnen nur nach, dass die Aussage Pr[A; N A;] = Pr[A] - Pr[A;] aus (2.3)
folgt. Der allgemeine Beweis verwendet genau denselben Ansatz, ist aber
etwas umstandlich aufzuschreiben. Es gilt wegen des Satzes von der totalen
Wahrscheinlichkeit, dass

PrlAinA = ) PrAjNA;NAF N NAY
833"'38'“6{0)1}
= ) PrlAy]-Pr[A)] - Pr[AY] - Pr[AY]
$35.- »SHE{O]}
= PrlA]-PrlA)]- ) PrlA¥]-...- ) PrlAy]
s3€{0,1} sn€{0,1}

= Pr[A]- PI‘[Az],

und es folgt die Behauptung. O
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Definition 2.22 und Lemma 2.23 besagen anschaulich: Um zu tberpri-
fen, ob n Ereignisse unabhangig sind, muss man entweder alle Teilmengen
untersuchen oder den Schnitt aller Ereignisse betrachten, wobei an belie-
biger Stelle Ereignisse komplementiert werden konnen. In beiden Fallen
bleibt die Eigenschaft erhalten, dass die Wahrscheinlichkeit des Schnitts
der Ereignisse dem Produkt der einzelnen Wahrscheinlichkeiten entspricht.
Aus der Darstellung in Lemma 2.23 folgt die wichtige Beobachtung, dass fiir
zwel unabhangige Ereignisse A und B auch die Ereignisse A und B (und
analog auch A und B bzw. A und ]?)) unabhangig sind. Auch bei Ereig-
nissen, die durch Vereinigung unabhangiger Ereignisse entstehen, konnen
solche Aussagen getroffen werden, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.24. Seien A, B und C unabhéngige Ereignisse. Dann sind
auch AN B und C bzw. A UB und C unabhangig.

Beweis. Die Unabhangigkeit von A N B und C folgt aus
Pr[(A N B) N C] = Pr[A]Pr[B]Pr[C] = Pr[A n B]Pr[C].
Mit der Inklusion-Exklusion-Formel gilt

Pr[AUB)NC]=Pr[[ANC)uU (BN C)]
=Pr[ANC]+Pr[BNC]—-Pr[ANnBNC]
= Pr[C] - (Pr[A] + Pr[B] — Pr[A N B]) = Pr[A U B] - Pr[C],

und daraus folgt die Unabhangigkeit von A U B und C. [

Wie wir spater noch genauer sehen werden, sind unabhangige Zufalls-
zahlen fiir randomisierte Algorithmen von grosser Bedeutung. In der Theo-
rie ist es kein Problem, die Existenz solcher Zufallszahlen anzunehmen, aber
in der Praxis stellt sich die Frage, wie ein deterministischer Computer iiber-
haupt zufallige Zahlen erzeugen kann. Die Antwort ist offenbar: iiberhaupt
nicht, wenn wir von spezialisierter Hardware absehen, die etwa besonde-
re physikalische Effekte ausnutzt. Dennoch hat jede Programmiersprache
mindestens eine Funktion, um ,Zufallszahlen“ zu generieren. Diese Zahlen
sind aber nicht zufallig, sondern folgen einem deterministischen Gesetz;
die dadurch erzeugte Folge sieht bloss zufallig aus. Etwas genauer ist ein
Pseudozufallszahlengenerator (engl. pseudorandom number generator
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oder kurz PRNG) fiir Zahlen mit n Bits ein Algorithmus, der eine Funk-
tion f: {0, 1}™ — {0, 1}™ — {0, 1} implementiert, wobei m einen natiirliche
Zahl ist (die Zustandslédnge). Ausgehend von einem Startwert s, € {0, 1™
(dem sogenannten seed) erzeugt der Algorithmus eine Folge von Tupeln
(s1,a1), (s2,az), (s3,0a3),..., wobei immer (s;,a;) = f(s;_1) ist. Hierbei ist
s; der ‘interne Zustand’ des PRNG, den man als Anwender nicht zu Ge-
sicht bekommt, und a;, ay, as,... ist die eigentliche Folge von generierten
Pseudozufallszahlen. Fiir jeden Startwert s, kriegt man also eine eigene
Folge. Hierbei ist es natiirlich essentiell, dass die Folge a;, ay, as,... anna-
hernd so aussieht, wie eine Folge von echten unabhangigen Zufallszahlen
in {0, 1}*. Ublicherweise meint man damit, dass die Folge verschiedene sta-
tistische Tests erfiillt, die von unabhangigen Zufallszahlen ebenfalls erfiillt
werden. So soll zum Beispiel jede fixe Zahl in einer gentigend langen Teil-
folge ai, az, as,...,ax etwa k/|{0, 1}|* mal vorkommen. In weiterfiihrenden
Vorlesungen wird darauf genauer eingegangen.

In dieser Vorlesung werden wir zur Einfachheit immer annehmen, dass
wir in einem Algorithmus echte Zufallszahlen benutzen konnen. Diese An-
nahme ist nicht ganz ungerechtfertigt, denn wenn der Algorithmus we-
sentlich schlechter mit Pseudozufallszahlen als mit echten Zufallszahlen
funktionieren wiirde, so hatten wir einen effizienten Test gefunden, der
die Pseudozufallszahlen von echten Zufallszahlen unterscheiden kann.

2.4 Zufallsvariablen

Bislang haben wir uns bei der Untersuchung eines Zufallsexperiments dar-
auf beschrankt, die Wahrscheinlichkeiten bestimmter Ereignisse zu berech-
nen. Oftmals sind wir aber gar nicht an den Wahrscheinlichkeiten der ein-
zelnen Ereignisse interessiert, sondern wir beobachten eine ,,Auswirkung"
oder ein ,Merkmal“ des Experiments. Wir werden im Folgenden nur nu-
merische Merkmale betrachten, das heisst, wir ordnen jedem Ausgang des
Experiments eine bestimmte Zahl zu. Dabei kann es sich zum Beispiel um
das bei einem Gliickspiel gewonnene bzw. verlorene Geld handeln oder um
die Anzahl korrekt iibertragener Bytes auf einem unsicheren Kanal. So eine
Zuordnung stellt mathematisch gesehen nichts anderes dar als eine Abbil-
dung. Damit erhalten wir die folgende Definition.
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Definition 2.25. Eine Zufallsvariable ist ein Abbildung X: QO — R,
wobei Q) die Ergebnismenge eines Wahrscheinlichkeitsraumes ist.

Bei diskreten Wahrscheinlichkeitsraumen ist der Wertebereich einer Zu-
fallsvariablen

Wx =XQ)={xeR|Jwe Qmit X(w) =x}

immer endlich oder abzahlbar unendlich, je nach dem, ob Q endlich oder
abzahlbar unendlich ist. Die Bezeichnung abzahlbar steht hierbei fiir die
Tatsache, dass wir samtliche Elemente des Wertebereichs in der Form Wy =
{x1,%2,...} auflisten konnen. Formal definiert man: Eine Menge S heisst
abzahlbar unendlich genau dann, wenn es eine bijektive Abbildung von
N nach S gibt. Die einzigen Mengen, die unendlich, aber nicht abzahlbar
unendlich sind, und mit denen wir es im Rahmen dieser Vorlesung zu tun
haben werden, sind Teilmengen von R.

Beispiel 2.26. Wir werfen eine ideale Miinze dreimal. Als Ergebnismenge erhalten wir Q :=
(K, Z}3. Die Zufallsvariable Y bezeichne die Gesamtanzahl der Wiirfe mit Ergebnis ,,Kopf*.
Beispielsweise gilt also Y(KZK) = 2 und Y(KKK) = 3. Y hat den Wertebereich Wy =
{0,1,2,3}

Wenn man eine Zufallsvariable X untersucht, so interessiert man sich
fiir die Wahrscheinlichkeiten, mit denen X bestimmte Werte annimmt. Fiir
Wy = {X1,...,Xn} bzw. Wx = {x4, X2, ...} betrachten wir (fiir ein beliebiges
1 <1< n bzw. x; € N) das Ereignis {w € Q | X(w) = x;}, das wir auch
kurz durch X~'(x;) schreiben kénnen. Anstelle von X~ '(x;) verwendet man
haufig auch die (intuitivere) Schreibweise “X = x;”. Analog setzt man

Pri“X < x"] = Z Pr“X =x"] = Pri{w € O | X(w) < xi}.

XEWx 1 x<xi

In Zukunft werden wir zur weiteren Vereinfachung zusatzlich auf die An-
fihrungszeichen verzichten und schreiben somit statt Pr[“X < x;”] einfach
Pr[X < x4]. Analog definiert man

PriX >x], Pr2<X;<7], Pr[X*>2].

Mit Hilfe dieser Notation konnen wir jeder Zufallsvariablen auf natiirli-
che Weise zwei reelle Funktionen zuordnen. Die Funktion

fx :R—[0,1], x~— Pr[X=x] (2.4)
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nennt man Dichte(funktion) von X. Die Funktion

Fx :R—=[0,1], x— Pr[X<x]= Z Pr[X = x] (2.5)

x'EWx 1x'<x

heisst Verteilung(sfunktion) von X. Dichte bzw. Verteilungsfunktion be-
schreiben eine Zufallsvariable eindeutig. Oft geniligt es daher, lediglich die
Dichte einer Zufallsvariablen anzugeben. Wir werden dies in Abschnitt 2.5
genauer ausfiihren.

Beispiel 2.26 (Fortsetzung) Fir die Zufallsvariable Y erhalten wir

1

Pr[Y = 0] Pr(z2727] =

g)
PrlY=1] = Pr[KZZ]+ Pr[ZKZ] + Pr[ZZK] = %,
Pr[Y=2] = Pr[KKZ]+ Pr[KZK] + Pr[ZKK] = g,
Pr[Y=3] = Pr[KKK] = 1

8

Abbildung 2.3 zeigt die Dichte und die Verteilung von Y. Bei der Darstellung der Dichte
haben wir die Stellen, an denen fy von Null verschiedene Werte annimmt, durch breite
Balken hervorgehoben. Formal gesehen befindet sich an diesen Stellen jedoch jeweils nur
ein einzelner Punkt.

04 [ - - — ] 7\ T T
0.3+ -
= E)
;_; 0.2 a E 0.5 -
0.1} H |
O I I I I O ; : :
Yy Yy

Abbildung 2.3: Dichte- und Verteilungsfunktion von Y.

2.4.1 Erwartungswert

Bei der Untersuchung einer Zufallsvariablen ist es interessant zu wissen,
welches Ergebnis man ,im Mittel erwarten kann. Wenn wir beispielswei-
se beim Wiirfeln fiir jede Sechs einen Euro gewinnen, so erwarten wir
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bei n Wiirfen einen Gewinn von etwa n/6 Euro, da voraussichtlich bei
ungefahr einem Sechstel der Wiirfe eine Sechs fallen wird. Man kann also
sagen, dass wir bei jedem Spiel im Mittel 1/6 Euro gewinnen.

Nun modifizieren wir das Spiel und gehen davon aus, dass wir fiir je-
de gerade Augenzahl zehn Euro erhalten. Mit derselben Argumentation
wie zuvor folgt, dass unser Gewinn pro Spiel im Mittel 0,5 10 = 5 Euro
betrigt. Diese Uberlegungen lassen es sinnvoll erscheinen, den Wert der
Zufallsvariable mit der Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten dieses Wertes
zu gewichten.

Definition 2.27. Zu einer Zufallsvariablen X definieren wir den Erwar-
tungswert E[X] durch

sofern die Summe absolut konvergiert. Ansonsten sagen wir, dass der
Erwartungswert undefiniert ist.

Beispiel 2.4 (Fortsetzung) Der Erwartungswert E[Y] fiir die Anzahl ,Kopf“ bei dreimaligen
Werfen einer idealen Miinze ist

3
ElY] = Zi~Pr[Y:i] =1-Pr[lY=1] + 2-Pr[Y=2] 4+ 3-Pr[Y=3]
i=0

3 3 1 3

wie wir auch intuitiv vermutet hatten.

Der Zusatz in Definition 2.27 iiber die Konvergenz der Summe mag
auf den ersten Blick ein wenig merkwiirdig erscheinen. In der Tat ist diese
Bedingung bei endlichen Wahrscheinlichkeitsraumen trivialerweise erfiillt.
Bei unendlichen Wahrscheinlichkeitsraumen ist jedoch Vorsicht geboten. In
diesem Fall besitzen die Summen iiber x € Wy unendlich viele Glieder und
ihr Wert kann deshalb unter Umstanden nicht definiert sein. Wenn der Er-
wartungswert einer Zufallsvariablen definiert ist, so sagen wir auch, dass
der Erwartungswert ,existiert. Unser nachstes Beispiel zeigt, welche Pro-
bleme auftreten konnen, wenn der Erwartungswert einer Zufallsvariablen
nicht definiert ist.

Beispiel 2.28. In einem Casino wird folgendes Spiel angeboten: Eine Miinze wird so lange
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geworfen, bis sie zum ersten Mal ,Kopf“ zeigt. Sei k die Anzahl durchgefiihrter Wiirfe.
Wenn k ungerade ist, zahlt der Spieler an die Bank 2* Euro. Andernfalls (k gerade) muss
die Bank 2* Euro an den Spieler auszahlen. Wir definieren die Zufallsvariable G fiir den
Gewinn der Bank deshalb wie folgt:

_J2%  falls k ungerade,
" | =2% falls k gerade.

Offenbar tritt das Ereignis ,,Anzahl Wiirfe = k“ genau dann ein, wenn die ersten k
Miinzwtiirfe zu der Ergebnisfolge

Z...ZK
- —
k — 1 Mal

flihren. Da das Ergebnis eines einzelnen Miinzwurfes mit Wahrscheinlichkeit 1/2 jeweils
Kopf oder Zahl ist und die einzelnen Miinzwiirfe unabhangig sind, erhalten wir:

Pr[,Anzahl Wiirfe = k] = (1/2)k.

Damit erhalten wir fiir die Summe in Definition 2.27 den folgenden Ausdruck:

[ k
Z(n“-zk-(;) =41 —14+1 =1+,

k=1
Da diese Summe offensichtlich nicht konvergiert, ist der Erwartungswert E[G] in diesem
Fall nicht definiert. Man iiberlege sich, dass dhnliches gilt, wenn uns die Bank anbietet,
in jedem Fall 2¢ Euro auszuzahlen, unabhéngig von der Paritit von k: dann ist jeder
Summand gleich Eins und die Summe konvergiert daher ebenfalls nicht. Auch in diesem
Fall ist der Erwartungswert daher nicht definiert.

In dieser Vorlesung werden wir nur Zufallsvariablen betrachten, fiir die
der Erwartungswert existiert. Um die Formulierungen der Beispiele und
Satze im Folgenden nicht unnotig uniibersichtlich zu gestalten, werden wir
darauf nicht immer gesondert hinweisen, sondern dies ab jetzt immer still-
schweigend annehmen.

In obiger Definition haben wir den Erwartungswert mit einer Summe
iiber die Elemente im Wertebereich der Zufallsvariablen definiert. Alterna-
tiv konnen wir aber auch eine Summe iiber die Elemente des Wahrschein-
lichkeitsraums verwenden.

Lemma 2.29. Ist X eine Zufallsvariable, so gilt:

EX] = Y X(w)- Prlw].

weD

Sehr oft wird der Wertebereich unserer Zufallsvariablen aus nichtnega-
tiven ganzen Zahlen bestehen. Fiir solche Zufallsvariablen kann man den
Erwartungswert sehr elegant mit folgender Formel ausrechnen.
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Satz 2.30. Sei X eine Zufallsvariable mit Wx C Ny. Dann gilt

EX] =) PriX>i.
i=1

Bewers. Nach Definition gilt

E[X] :ii-Pr[X =] :iiPr[X:i]
i=0 i=0 j=1

o0

:iiPr[X:i]:ZPr[XZﬂ. ]
i

=1 i

Beispiel 2.31. Wir werfen eine Miinze, von der wir wissen, dass die Wahrscheinlichkeit von
»Kopf“ gleich p ist, wobei 0 < p < 1, so lange, bis wir das erste Mal Kopf sehen. X
sei die Zufallsvariable, die zahlt, wie oft wir die Miinze werfen mussten. Wir verwenden
Satz 2.30 um den Erwartungswert von X auszurechnen. Offenbar gilt X > j dann und nur
dann, wenn die ersten j — 1 Versuche jeweils ,Zahl“ geliefert haben. Dies geschieht mit
Wahrscheinlichkeit (1 —p)i~' Somit gilt:

EX =) (1-p)~'=> (1—-p) =1/p,
j>1 j>0
wobei wir verwendet haben, dass fiir alle 0 <x < 1 gilt 3 x™ =1/(1 —x).

Aus Satz 2.30 ergibt sich sehr einfach (Ubungsaufgabe!), dass fiir alle
Zufallsvariablen X mit Wertebereich Wx C Ny und jedes t > 0 gilt:

Pr[X > t] < E[X]/t.

Diese Ungleichung nennt man Markov-Ungleichung, benannt nach dem
russischen Mathematiker ANDREI MARKOV (1856-1922). Sie ist von zen-
traler Bedeutung fiir viele Anwendungen in der Informatik. Wir werden sie
in etwas allgemeinerer Form in Abschnitt 2.7.1 beweisen.

Bedingte Zufallsvariablen

In Beispiel 2.14 haben wir gesehen, dass der Satz von der totalen Wahr-
scheinlichkeit (Satz 2.13) es ermdglicht, die Wahrscheinlichkeit eines Er-
eignisses auszurechnen, indem wir auf verschiedene Spezialfalle bedingen.
Fir den Erwartungswert gilt dieses Prinzip analog. Um es zu formulieren,
flihren wir zunachst noch die Schreibweise einer bedingten Zufallsvariable
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ein. Sei X eine Zufallsvariable und A ein Ereignis mit Pr[A] > 0. Mit der
Schreibweise X|A deuten wir an, dass wir die Wahrscheinlichkeiten, mit de-
nen die Zufallsvariable X bestimmte Werte annimmt beziiglich der auf A
bedingten Wahrscheinlichkeiten berechnen. Es gilt also:

Pri{fw € A : X(w) < x}]

Pr((X|A) < x] =Pr[X < x| A] = Pr[A]

Hiermit ergibt sich dann folgendes Analogon zum Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit fiir die Berechnung von Erwartungswerten.

Satz 2.32. Sei X eine Zufallsvariable. Fiir paarweise disjunkte Ereig-
nisse Ay,..., A, mit A;U---UA,, = Q und Pr[A],...,Pr[A,] >0
gilt

E[X] = ) EIX|A{]-PrfA].
i=1
Fir paarweise disjunkte Ereignisse Aj, A, ... mit U, Ax = Q und
Pr[A,], Pr[A;],... > 0 gilt analog
EX] = ) E[X|A{]- Pr(Aj.

i=1

Beweis. Mit Hilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit rechnen
wir nach, dass

EX] = ) x-PriX=x= ) x-iPr[X =x|A{] - PrA{]

xEWx xEWxX i=1
= ) PrfA]- ) x-PriX=xA] =) Pr[A]-E[XIA{.
i=1 XEWx i=1
Der Beweis fiir den unendlichen Fall verlauft analog. [

Beispiel 2.31 (Fortsetzung) Mit Hilfe von Satz 2.30 und der geometrischen Reihe haben
wir in Beispiel 2.31 den Erwartungswert fiir die Anzahl Wiirfe bis zum ersten Mal , Kopf*
ausgerechnet (fiir eine Miinze mit Wahrscheinlichkeit p fiir ,,Kopf“). Mit Hilfe von Satz 2.32
kann man dieses Ergebnis auf sehr elegante Weise auch ohne grosse ,,Rechnerei erhalten.
Dazu definieren wir das Ereignis Ky := ,im ersten Wurf fallt Kopf“. Offensichtlich gilt
E[X|K;] = 1. Nehmen wir also an, dass im ersten Wurf nicht ,Kopf* gefallen ist. Dann
wird das Experiment de facto neu gestartet, da der erste Wurf keine Auswirkungen auf
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die folgenden Wiirfe hat. Bezeichnen wir daher mit X’ die Anzahl der Wiirfe bis zum
ersten Auftreten von ,Kopf“ im neu gestarteten Experiment, so gilt wegen der Gleichheit
der Experimente E[X'] = E[X]. Damit schliessen wir EX|K:] =1+ EX'] =1+ E[X]. Nun
konnen wir Satz 2.13 anwenden und erhalten

E[X] = EIX|K4] - Pr[Kq] + EIX|K¢] - Pr[Ky] = T-p+ (1+EX]) - (1 —p).

Diese Gleichung kénnen wir nach E[X] auflésen und erhalten das bereits bekannte Ergebnis
EX] =1/p.

Linearitat des Erwartungswertes

Eine Zufallsvariable ist eine Funktion, die die Elementarereignisse eines
Wahrscheinlichkeitsraumes Q) in die reellen Zahlen abbildet. Natiirlich gibt
es zu einem Wahrscheinlichkeitsraum Q nicht nur eine Zufallsvariable, son-
dern sehr viele. Nehmen wir einmal an, wir hatten n Zufallsvariablen defi-
niert:

Xy Xq 1 Q= R

Fiir ein w € Q erhalten wir daher n reelle Zahlen X;(w),..., X, (w). Wenn
wir uns jetzt noch eine Funktion f: R" — R vorgeben, die aus n reellen
Zahlen wieder eine einzige reelle Zahl macht, so sehen wir, dass die Konka-
tenation f(Xj,...,X,) wiederum eine Zufallsvariable ist, denn es gilt:

£(Xi1y .. Xn): Q — R,

Dies gilt fiir beliebige Funktionen f: R™ — R. Insbesondere auch fiir affin
lineare Funktionen:

f: R" = R
(X1y.eeyXn) — @iXy + -+ + anXn + b,
wobei aj,...,a,,b € R beliebige reelle Zahlen sind. In diesem Fall schrei-
ben wir die Zufallsvariable f(Xj,...,X,) liblicherweise explizit als

X=aX;+...+a, X, +Db.

Der folgende Satz zeigt, dass wir den Erwartungswert einer Summe von
Zufallsvariablen sehr einfach berechnen konnen:

Der Erwartungswert einer Summe von Zufallsvariablen ist die
Summe der Erwartungswerte der Zufallsvariablen.
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Satz 2.33. (Linearitat des Erwartungswerts) Fir Zufallsvariablen
Xiy.. oy Xpund X:= a1 Xy +...+ a,X,, + b mit aj,...,a,,b € R gilt

EX] = aiE[X;] + ...+ a E[X,] + b.

Beweis. Aus dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit folgt

E[X] = Zi-Pr[X:i]:Z Zi-Pr[X:iﬂw]:ZX(w)-Pr[w].

1EWYX weN ieEWY wc

Die Behauptung folgt mit Hilfe einiger elementarer Umformungen leicht
aus dieser Darstellung des Erwartungswerts:

EX] = Z(‘“ Xy(w) + ...+ an - Xn(w) +b) - Priw]

we

= al-(ZX1(w)-Pr[w])—|—...+an- (ZXn(w)-Pr[w]>+b

weQ wen
= -E[X1]+...+an-]E[Xn]+b.

Hier haben wir ausserdem benutzt, dass ZwEQ Priw] =1. O]

Die Linearitat des Erwartungswertes ermoglicht es oft, den Erwartungs-
wert einer Zufallsvariablen sehr einfach zu berechnen, obwohl dies auf den
ersten Blick nicht moglich scheint. Betrachten wir ein einfaches Beispiel:

Beispiel 2.34. Wir werfen eine ideale Miinze m-mal. Mit X bezeichnen wir die Anzahl
Teilfolgen, die aus dreimal Kopf bestehen. Beispiel: flir m = 6 konnte die Ergebnisfolge
KKKKZK lauten. In diesem Fall hatte X den Wert 2, denn eine Folge KKK startet sowohl
an Position 1, wie auch an Position 2. Da die Vorkommen von KKK iiberlappen konnen, ist
es auf den ersten Blick nicht klar, wie man [E[X] berechnet. Der Trick ist, X als Summe von
vielen Zufallsvariablen zu schreiben, deren Erwartungswerte wir leicht berechnen kénnen.
Hier bietet sich das Folgende an. Zunéchst iiberlegen wir uns, dass eine Teilfolge KKK an
jeder der Positionen 1,...,m — 2 starten kann. (Die Positionen m — 1 und m kommen
nicht in Frage, da hier die verbleibende Teilfolge ja nur noch Lénge 2 bzw. 1 hat.) Fiir jede
dieser Positionen definieren wir eine Variable, die angibt, ob an dieser Stelle eine Teilfolge
KKK startet: Fiir jedesi=1,...,m — 2 sei

1=

1, falls an Stelle i eine Teilfolge KKK beginnt
X —

0, sonst.

Fir die gesuchte Zufallsvariable X gilt dann: X = X7 + ...+ X;y,—2. Der Erwartungswert
von X; lasst sich einfach berechnen, da X; ja nur zwei verschiedene Werte annehmen kann:

EXi] =0-Pr[X; =0+ 1 Pr[X; =1] =Pr[X; = 1].
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Nach Definition ist X; = 1 genau dann, wenn an der Stelle i eine Teilfolge KKK beginnt,
wenn also der ite und der (i+1)te und der (i+2)te Miinzwurf jeweils Kopf ergeben haben.
Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist (1/2)3. Somit gilt E[X;] =1/8 fir allei=1,...,m —2
und daher E[X] = (m —2)/8.

In Beispiel 2.34 haben wir die gewiinschte Zufallsvariable als Summe von
Zufallsvariablen geschrieben, die jeweils nur die Werte O oder 1 annehmen
konnen. Solche Variablen nennt man auch Indikatorvariablen. Wie wir
in Beispiel 2.34 formal nachgerechnet haben, ist der Erwartungswert einer
Indikatorvariablen gleich der Wahrscheinlichkeit, dass das entsprechende
Ereignis eintritt:

Beobachtung 2.35. Fiir ein Ereignis A C Q ist die zugehorige Indika-
torvariable X, definiert durch:

1, fallswe A

XA((D) =
0, sonst.

Fiir den Erwartungswert von Xa gilt: E[XaA] = Pr[A].

Mit Hilfe von Indikatorvariablen konnen wir nun einen einfachen Beweis
des Prinzips der Inklusion und Exklusion angeben, der keine Eigenschaf-
ten der binomischen Summe erfordert, sondern nur mit der Linearitat des
Erwartungswertes auskommt.

Beispiel 2.36 (Beweis von Satz 2.5). Zur Erinnerung: Zu Ereignissen Aq,..., A, wollen wir
die Wahrscheinlichkeit Pr[B] des Ereignisses B := A; U...UA,, ermitteln. Wir betrachten
die Indikatorvariablen I; := Ia, der Ereignisse Aq,..., A, und die Indikatorvariable I
des Ereignisses B := Q \ B. Wir wissen bereits (sieche Beobachtung 2.35), dass der Er-
wartungswert einer Indikatorvariablen eines Ereignisses gleich der Wahrscheinlichkeit ist,
dass das dieses Ereignis eintrifft. Insbesondere gilt daher: E[Iz] = Pr[B] = 1 — Pr[B]. Das
Produkt [ ;(1 —1Ia,) ist genau dann gleich Eins, wenn alle Variablen 15, gleich Null
sind, das heisst wenn B nicht eintritt. Somit gilt Iz = [];_; (1—1;) und wir erhalten durch

i=1
Ausmultiplizieren

Ig = 1— ) L+ Y Iyl —4..+ (=D I

1<i<n 1<i;<i<n

Mit Hilfe der Linearitdt des Erwartungswertes (Satz 2.33) folgt daraus

Ellgl=1— ) ElaJ+ Y  Ela, Ia,l—+...+ (=D"Ela, ... Ia,l.
1<i<n 1<ij<iz<n

Wenn wir nun verwenden, dass das Produkt von Indikatorvariablen ebenfalls eine Indika-
torvariable ist, namlich der Indikator fiir den Schnitt der beteiligten Ereignisse, so erhalten
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wir El, -...-I;, ] = Pr[Ay, Nn...NA; ], fiir alle Tupel 1 <1 < ... <1ix <n, und Satz 2.5
ist bewiesen.

Oftmals werden wir das einer Indikatorvariable zugrunde liegende Er-
eignis A nicht explizit definieren, sondern implizit durch eine textuelle Be-
schreibung. Im Folgenden geben wir ein weiteres Beispiel fiir dieses Prinzip
an. Diesmal in Form eines sogenannten verteilten Algorithmus.

Beispiel 2.37. Ein verteilter Algorithmus ist ein Algorithmus, der von mehreren verschie-
denen Prozessen gemeinsam ausgefiihrt wird, wobei die Prozesse untereinander ausschliess-
lich durch Austausch von Nachrichten kommunizieren konnen. Solche verteilten Algorith-
men kommen in der Regel in Netzwerken von Rechnern zum Einsatz, wenn ein einzelner
Rechner nicht geniigend Rechenleistung zur Losung des Problems hat, oder wenn die
Eingabe selbst in verteilter Form vorliegt. Letzteres ist zum Beispiel der Fall, wenn die
einzelnen Rechner die Struktur des gesamten Netzwerkes nicht kennen, sie aber dennoch
eine Teilstruktur des Netzes finden sollen, das eine vorgegebene Eigenschaft hat. Im Fol-
genden betrachten wir eine einfache Form solche eines Problems.

Gegeben sei ein Graph G = (V,E) mit |V] = n und |[E| = m. Wir moéchten eine
moglichst grosse Teilmenge S C V bestimmen, so dass G[S] keine Kante enthdlt (man
sagt auch: Die Menge S ist stabil oder unabhdngig). Dies tun wir mit einem verteilten
Algorithmus, wobei wir annehmen dass fiir jeden Knoten von v ein eigener Prozess P,
zustandig ist. Die verschiedenen Prozesse miissen nun untereinander ausmachen, welcher
Knoten Teil der Menge S ist und welcher nicht. Genauer gesagt, soll jeder Prozess eine
Zahl S,, € {0, 1} berechnen, so dass am Ende S ={v € V | S,, = 1} eine stabile Menge ist.

Jeder Prozess P, fiihrt nun folgenden Algorithmus aus, wobei p € (0, 1) ein Wert ist,
den wir spater festlegen werden:

Algorithmus fiir P,:

1. Setze S, « 1 mit Wahrscheinlichkeit p und S, « 0 sonst;

2: for all w € V mit {u,v} € E do tausche Nachricht mit P, aus:
3: if Su =S, =1 then

4 setze einen der Werte S, und S,, auf Null.

5: return S,

Wir wollen nun anschauen, wir gross die berechnete Menge S im Erwartungswert ist.
Dafiir definieren noch einige hilfreiche Zufallsvariabeln. Erstens bezeichnen wir mit X, den
Wert, der in Zeile 1 fiir S, gewdhlt wird (es ist moglich, dass am Ende des Algorithmus
Sy # X, ist, denn der Wert von S,, kann sich ja noch &ndern). Ausserdem setzen wir

x::va.

vev

Fiir eine Kante e = {u,v} definieren wir die Indikatorvariable Y., die genau dann 1 ist
falls sowohl P,, als auch P, ihre Werte S,, bzw. S, zunéchst auf 1 gesetzt haben, falls also
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Xu =X, =1 ist. Ausserdem sei noch Y:=}_ Y,. Nun beobachten wir, dass

eckE
S>X—-Y

gilt, denn wir konstruieren S ja dadurch, dass wir mit X Knoten anfangen, und dann noch
flir jede Kante e mit Y. = 1 hochstens einen Knoten 16schen. Wegen der Linearitadt des
Erwartungswertes gilt nun

E[S] > E[X] — E[Y].

Beide Erwartungswerte rechnen wir leicht aus, indem wir wieder die Linearitat des Er-
wartungswertes benutzen. Zum Einen ist E[X] = _
E[Y] = Y .c¢ ElYe] = mp?. Daher gilt

vev]E[XV} = np und zum Anderen

E[S] > np — mp?.

Durch Ableiten sehen wir, dass dieser Erwartungswert maximiert wird, wenn 2mp = n
ist, dass heisst p = n/(2m). Nehmen wir nun noch an, dass der Graph G d-regulér ist, so
gilt 2m = dn und daher p = 1/d. Damit erhalten wir:

E[S] > n/d—n/(2d) =n/(2d).

Insbesondere hat daher jeder d-reguldre Graph eine stabile Menge der Grosse mindestens
n/(24d).

2.4.2 Varianz

Wenn zwei Zufallsvariablen denselben Erwartungswert besitzen, so kon-
nen sie sich dennoch deutlich voneinander unterscheiden. Ein besonders
wichtiges Merkmal einer Verteilung ist die Streuung um den Erwartungs-
wert. Wahrend bei manchen Zufallsvariablen nur Werte ,in der Nahe" des
Erwartungswerts angenommen werden und das Verhalten der Variablen so-
mit durch den Erwartungswert sehr gut charakterisiert wird, gibt es auch
Zufallsvariablen, die niemals Werte in der Grossenordnung des Erwartungs-
werts annehmen. Man betrachte hierzu beispielsweise die Variable X mit
Pr[X = —10°] = Pr[X = 10°] = 1/2 und E[X] = 0. Bevor wir ein Mass fiir die
Abweichung vom Erwartungswert einfiihren, betrachten wir zur Motivation
ein Beispiel.
Beispiel 2.38. Wir untersuchen ein faires Roulette-Spiel, das heisst wir verzichten auf die
Einfiihrung der Null und beschrdnken uns somit auf die Zahlen 1,...,36. Wir nehmen
an, dass wir hinreichend viel Kapital besitzen, um sehr viele Runden in Folge spielen zu
konnen. Nun vergleichen wir zwei Strategien:

Strategie 1: Setze immer auf Rot.

Strategie 2: Setze immer auf die Hins.

Wir setzen immer denselben Betrag, den wir der Einfachheit halber als Eins annehmen.
Die Zufallsvariablen G; geben den Gewinn pro Runde bei Strategie i (i = 1,2) an. Es gilt
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Pr[G; = 1] = Pr[G; = 1] = %, da in der Halfte der Falle ,Rot* fallt und der doppelte
Einsatz ausgezahlt wird. Ferner erhalten wir Pr[G, = 35] = 31—6 und Pr[G; = —1] = %, da
die Eins nur mit Wahrscheinlichkeit 1/36 fallt, dafiir jedoch der 36-fache Einsatz ausgezahlt
wird. Damit folgt

EG)]=1-1+(-1)-1=0 E[G)]=35 & +(-1)-3 =o.

Welche Strategie ist nun vorzuziehen? Beim Roulette ist dies wohl eine Charakterfrage.
Ubertragt man das Szenario andererseits auf ein Problem aus der Informatik, so wird der
Unterschied recht schnell deutlich. Dazu nehmen wir an, dass wir ein Datenbanksystem
implementieren sollen. Die Bearbeitungsstrategie dieses Systems sei teilweise zufallsge-
steuert. Die Zufallsvariable G{ := 100450 G; sei die Anzahl der Anfragen, die pro Minute
beantwortet werden konnen, wenn das System mit Strategie i arbeitet.

Bei Strategie 1 werden jeweils in der Halfte der Falle 50 Anfragen bzw. 150 Anfragen

bearbeitet. Bei Strategie 2 werden in seltenen Fallen 1850 Anfragen pro Minute beantwor-

tet, in % der Félle werden jedoch nur 50 Anfragen erledigt. Obwohl beide Systeme im

Mittel pro Minute die selbe Anzahl von Anfragen beantworten, ist fiir ein reales System
das Verhalten von Strategie 1 in der Regel vorzuziehen, da bei Strategie 2 Anwender meist
ein deutlich geringe Performance beobachten. In anderen Worten: Strategie 1 verhalt sich
ausgeglichener und ist daher zu bevorzugen.

Beispiel 2.38 zeigt, dass es bei vielen Zufallsvariablen sinnvoll ist, die zu
erwartende Abweichung vom Erwartungswert zu untersuchen. Eine nahe
liegende Losung ware, E[[X — p|] zu berechnen, wobei u = E[X] sei. Dies
scheitert jedoch meist an der ,junhandlichen“ Betragsfunktion. Aus diesem
Grund betrachtet man stattdessen E[(X — p)?], also die quadratische Ab-

weichung vom Erwartungswert.

Definition 2.39. Fiir eine Zufallsvariable X mit p = E[X] definieren wir
die Varianz Var[X] durch

Var[X] :==E[(X— W= ) (x—w?’ PrlX=x.

XEWX

Die Grosse o := y/Var[X] heisst Standardabweichung von X.

Bei Zufallsvariablen iiber unendlichen Wahrscheinlichkeitsraumen existiert
die Varianz Var[X] = E[(X — n)?] bei manchen Zufallsvariablen nicht. Dies
ist genau dann der Fall, wenn der entsprechende Erwartungswert E[(X —
11)%] nicht existiert. In dieser Vorlesung werden wir nur Zufallsvariablen
betrachten, bei der die Varianz definiert ist.

Mit der folgenden Formel kann man die Varianz oft einfacher berechnen
als durch direkte Anwendung der Definition.
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Satz 2.40. Fiir eine beliebige Zufallsvariable X gilt

Var[X] = E[X?] — E[X]?.

Bewes. Sei u:= E[X]. Nach Definition gilt
Var[X] = E[(X — p)2] = EX? — 2p - X + p2].
Aus der Linearitdt des Erwartungswertes (Satz 2.33) folgt
EX? —2u- X + p?] = EXY —2u- E[X] + .
Damit erhalten wir
Var[X] = E[X?] — 2u - E[X] 4 pu? = E[X?] — E[X]%. 0

Damit zeigen wir die folgende Rechenregel.

Satz 2.41. Fiir eine beliebige Zufallsvariable X und a,b € R gilt

Var[a - X + b] = a? - Var[X].

Beweis. Aus der in Satz 2.33 gezeigten Linearitat des Erwartungswerts
folgt E[X + b] = E[X] + b. Zusammen mit der Definition der Varianz ergibt
sich damit sofort

Var[X +b] = E[(X+ b — E[X + b])?] = E[(X — E[X])?] = Var[X].
Mit Hilfe von Satz 2.40 erhalten wir
Var[a - X] = E[(aX)?] — E[aX]* = a’E[X*] — (aE[X])? = a* - Var[X].
Durch Kombination der beiden Aussagen folgt die Behauptung. [

Der Erwartungswert und die Varianz gehoren zu den so genannten Mo-
menten einer Zufallsvariablen, die wie folgt definiert sind:

Definition 2.42. Fiir eine Zufallsvariable X nennen wir E[X¥] das k-te
Moment und E[(X — E[X])¥] das k-te zentrale Moment.
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Der Erwartungswert ist also identisch zum ersten Moment, wahrend die
Varianz dem zweiten zentralen Moment entspricht.

2.5 Wichtige diskrete Verteilungen

Erinnern wir uns: Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist gegeben durch eine Er-
gebnismenge () und eine Wahrscheinlichkeitsfunktion Pr: Q — [0, 1], die
jedem Elementarereignis w € ) eine Wahrscheinlichkeit Pr{w] zuordnet,
wobei wir verlangen, dass ) ., Prlw] = 1 gilt. Eine Zufallsvariable X ist
eine Funktion X : O — R von dem Ergebnisraum Q) in die reellen Zahlen.
Die Wahrscheinlichkeitsfunktion Pr|[-] induziert die Dichte von X gemaéss

fx © R—[0,1]
x — PriX =x] = Pri{w | X(w) = x}].

und analog die Verteilungsfunktion

Fx : R—[0,1]
x — PriX < x] =Pri{w | X(w) < x}].

Oft ist es nicht wirklich wichtig, wie die Ergebnismenge O definiert ist.
Was uns stattdessen interessiert, ist die Dichte oder die Verteilung einer
Zufallsvariablen. Betrachten wir hierzu ein (iibertriebenes) Beispiel:

Beispiel 2.43. Werfen wir eine Miinze, so bezeichnet man in der deutschsprachigen Lite-
ratur die beiden moglichen Ergebnisse meist als Kopf und Zahl, abgekiirzt durch K und
Z. Unser Ergebnisraum ist daher Q ={K, Z}. In der englischsprachigen Literatur verwen-
det man statt dessen die beiden Begriffe head and tail, abgekiirzt durch H und T. Dort
wiirde man die Ergebnismenge daher mit (O = {H, T} bezeichnen. Betrachten wir jetzt die
Indikatorvariable X fiir Kopf (bzw X' fiir head), so gilt flir beide Dichten:

P, wenn x = 1
fx(x), fx:/(x) =< 1—p, wennx=0
0, sonst,

vorausgesetzt Pr[K] = Pr[H] = p. Das heisst, beide Ergebnismengen Q = {K,Z} und
Q ={H, T} filhren zur gleichen Dichtefunktion.

In diesem Abschnitt stellen wir einige Dichten von Zufallsvariablen vor,
die sehr haufig auftreten. Genauer, handelt es sich dabei um Klassen von
Zufallsvariablen, die von einem oder mehreren Parametern abhangen. Ei-
gentlich betrachten wir also immer eine ganze Familie von dhnlichen Zu-
fallsvariablen.
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2.5.1 Bernoulli-Verteilung
Eine Zufallsvariable X mit Wx = {0, 1} und der Dichte

P fir x =1,
fx(x) =¢1—p flirx=0,

0 sonst

heisst Bernoulli-verteilt. Den Parameter p nennt man die Erfolgswahr-
scheinlichkeit der Bernoulli-Verteilung. Wie wir im vorigen Beispiel gese-
hen haben, erhalt man eine solche Verteilung zum Beispiel fiir die Indika-
torvariable fiir Kopf bei dem Wurf einer Miinze mit Wahrscheinlichkeit p
fur Kopf. Ist eine Zufallsvariable X Bernoulli-verteilt mit Parameter p, so
schreibt man dies auch als

X ~ Bernoulli(p).
Fir eine solche Bernoulli-verteilte Zufallsvariable X gilt
EX]=p wund Var[X] =p(1—7p),

wobei letzteres aus Satz 2.40 und E[X?] = p folgt. Der Name der Bernoulli-
Verteilung geht zuriick auf den Schweizer Mathematiker JAKOB BERNOULLI
(1654-1705). Sein Werk Ars Conjectand: stellt eine der ersten Arbeiten
dar, die sich mit dem Teil der Mathematik beschaftigen, den wir heute als
Wahrscheinlichkeitstheorie bezeichnen.

2.5.2 Binomialverteilung

Eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable erhalten wir zum Beispiel als Indi-
kator fiir ‘Kopf’, wenn wir ein Miinze einmal werfen. Werfen wir die Miinze
statt dessen n-mal und fragen wie oft wir Kopf erhalten haben, so ist die
entsprechende Zufallsvariable binomazialverteslt.

Beispiel 2.44. Wir werfen eine Miinze mit Wahrscheinlichkeit p fiir Kopf n-mal. X sei die

Zufallsvariable, die zahlt, wie oft Kopf erscheint. Dann ist der Wertebereich offenbar Wx =
{0,1,...,n} und es gilt:

PriX=1i] = Z Prlw] = Z p(1—p)t
we(K,Z} X (w)=i welK, Z}m X (w)=1
= p'(1—p)" - {w € {K,Z}", w enthilt genau i-mal Kopf}|,



KAPITEL 2. WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE 124

denn fiir ein w € {K, Z}™ ist Pr{w] gleich p hoch Anzahl K in w mal 1 —p hoch Anzahl Z
in w. Fir die Dichte von X gilt daher:

fx(x):{(x)pxu—m“—x, x€1{0,1,...,m)
0, sonst.

Eine Zufallsvariable X mit Wx = {0,1,...,n} und der Dichte wie in
Beispiel 2.44 heisst binomualverteilt mit Parameter n und p. Man schreibt
dies auch als

X ~ Bin(n, p).
Fir eine solche binomialverteilte Zufallsvariable X gilt

EX] =np und Var[X] =np(1—rp),

Dies kann man mit Hilfe der Definition von Erwartungswert und Varianz
nachrechnen. Wir werden es aber im nachsten Abschnitt auch noch anders
(und sehr viel eleganter) herleiten.

2.5.3 Geometrische Verteilung

Wir haben bereits mehrere Male Experimente kennengelernt, bei denen eine
Aktion so lange wiederholt wird, bis sie erfolgreich ist (siehe Beispiel 2.31
auf Seite 113 und die Fortsetzung auf Seite 114). Wenn ein einzelner Versuch
mit Wahrscheinlichkeit p gelingt, so ist die Anzahl der Versuche bis zum
Erfolg geometrisch verteilt. Wir schreiben hierfiir auch

X ~ Geo(p).

Den Parameter p nennt man auch die Erfolgswahrscheinlichkeit der geo-
metrischen Verteilung. Fiir die Dichte einer geometrisch verteilten Zufalls-
variable gilt
1—p)' firieN
0 sonst.

Erwartungswert und Varianz sind

1 1—
EX)=- und Var[X]=-—".
P p
Fir den Erwartungswert haben wir dies bereits in Beispiel 2.31 nachgerech-
net, die Rechnung fiir die Varianz iiberlassen wir dem Leser als Ubungs-

aufgabe. Fiir die Verteilungsfunktion gilt fiir alle n € N:

Fx(n)=PrX<nl=) PriX=i=) p(1—p)'=1—(1—p)"
i=1 i=1
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Gedachtnislosigkeit. Eine wichtige und oft sehr niitzliche Eigenschaft der
geometrischen Verteilung ist, dass sie gedachtnislos ist. Was damit gemeint
ist, kann man sich leicht an dem Miinzbeispiel erklaren: Die Wahrschein-
lichkeit, dass wir gleich im ersten Versuch ‘Kopf’ sehen, ist identisch zu der
Wahrscheinlichkeit, dass wir nach 1000 Fehlversuchen beim 1001ten Wurf
‘Kopf’ erhalten. Die Tatsache, dass wir die Miinze schon lange (aber erfolg-
los) geworfen haben, hat also keinerlei Einfluss auf den Erfolg im nachsten
Wurf. Formal gilt:

Satz 2.45. Ist X ~ Geo(p), so gilt fiir alle s,t € N:

PrIX>s+t|X>s]=Pr[X>tl.

Beweis. Wir wissen bereits, dass fiir die Verteilungsfunktion gilt: Fx(n) =
1—(1—p)" fiir alle n € N. Somit gilt Pr[X > n] = (1—p)™' fiir allen € N.
Verwenden wir nun die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit, so
erhalten wir daher

PrX>s+1t (1—p)stt]

PrlX > s+t | X >s] = PiXSs — (opr — (1—p)*! = Pr[X > t],

wie behauptet. [

Warten auf den n-ten Erfolg. Bei der geometrischen Verteilung wird das
Experiment so lange wiederholt, bis der erste Erfolg eingetreten ist. Dies
kann man auf natiirliche Weise dahingehend verallgemeinern, dass man auf
den n-ten Erfolg wartet. Genauer sei Z die Zufallsvariable, die zahlt, wie oft
wir ein Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p wiederholen miissen,
bis zum n-ten Mal Erfolg eintritt. Fiir n = 1 gilt offenbar Z ~ Geo(p). Fiir
n > 2 nennt man Z negativ bitnomialverteilt mit Ordnung n.

Die Dichte von Z kann man mit etwas Nachdenken leicht herleiten. Da-
zu Uberlegen wir uns folgendes: Z bezeichnet die Anzahl der Versuche bis
zum n-ten erfolgreichen Experiment. Wenn Z = z ist, so wurden also genau
n erfolgreiche und z — n nicht erfolgreiche Experimente durchgefiihrt. Da
nach Definition von Z das letzte Experiment erfolgreich sein muss, steht
der Zeitpunkt des n-ten erfolgreichen Experimentes fest. Die tibrigen n —1
erfolgreichen Experimente konnen beliebig auf die restlichen z — 1 Expe-

rimente verteilt werden. Hierfiir gibt es genau (ij) Moglichkeiten. Jede
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dieser Moglichkeiten tritt mit Wahrscheinlichkeit p™(1 —p)* ™ ein. Fiir die
Dichte von Z gilt also

z—1
n—1

fz(z) = < ) P (T —p) ™

Den Erwartungswert von Z kann man mit Hilfe der Definition des Erwar-
tungswerts aus der Dichte herleiten. Einfacher geht es jedoch mit folgender
Uberlegung. Wir wissen, dass die Zeit bis zum ersten Erfolg geometrisch
verteilt ist und daher Erwartungswert 1/p hat. Nach dem ersten Erfolg
startet das Experiment jetzt gewissermassen neu, denn wir warten jetzt
auf den zweiten Erfolg. Bezeichnen wir daher allgemein mit X; die Anzahl
Experimente nach dem (i — 1)-ten Erfolg und bis (und mit) dem i-ten
Erfolg, so ist jede der Zufallsvariablen X; geometrisch verteilt mit Parame-
ter p. Wegen Z = Y ', X; folgt aus der Linearitdt des Erwartungswertes
(Satz 2.33) daher

n

EZ] = ) EX]=n/p.

i=1

Das Coupon-Collector-Problem. Zum Abschluss dieses Abschnittes betrach-
ten wir noch ein klassisches Beispiel, das in dieser oder einer ahnlichen
Form bereits so grosse Mathematiker wie DE MOIVRE, EULER und LA-
PLACE beschaftigt hat.

Gelegentlich werden Produkten Bilder oder dhnliche Dinge beigelegt,
um den Kaufer zum Sammeln anzuregen. Wenn es insgesamt n verschiedene
Bilder gibt, wie viele Produkte muss man im Mittel erwerben, bis man eine
vollstandige Sammlung besitzt? Hierbei nehmen wir an, dass bei jedem
Kauf die Bilder unabhangig voneinander mit gleicher Wahrscheinlichkeit
auftreten.

Wir fiihren zunachst ein paar Bezeichnungen ein. X sei die Anzahl der
Kaufe bis zur Komplettierung der Sammlung. Ferner teilen wir die Zeit
in Phasen ein: Phase 1 bezeichne die Schritte vom Erwerb des (i — 1)-ten
Bildes (ausschliesslich) bis zum Erwerb des i-ten Bildes (einschliesslich).

Wenn beispielsweise n = 4 gilt und wir die Bilder mit den Zahlen
1,2,3,4 identifizieren, so konnte ein vollstandiges Experiment beispiels-
weise so aussehen:

2,1,2,2,3,1,3,2,3,1,4,

2
IR D
1 2 3 4
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wobei die Phasen jeweils durch die geschweiften Klammern gekennzeichnet
sind.

X; sei die Anzahl der Kdufe in Phase i. Offensichtlich gilt X =} ", X;.
Phase 1 wird beendet, wenn wir eines der n — 1 + 1 Bilder erhalten, die
wir noch nicht besitzen. Somit ist X; geometrisch verteilt mit Parameter
p =21 und es gilt E[X{] = e

Mit diesem Wissen konnen wir E[X] ausrechnen, denn es folgt wegen
der Linearitat des Erwartungswerts, dass

EXl =) E[X]= = —=n-H,
[];[];n_l+1n;ln ,
wobei H, = Y I, 1 die n-te harmonische Zahl bezeichnet. Aus der
Analysis wissen wir, dass H, = Inn 4+ O(1) ist und somit folgt, dass

EIX] = nlnn + O(n). Diese Wartezeit ist erstaunlich kurz, wenn man be-
denkt, dass man im optimalen Fall n Bilder erwerben muss. Durch vollig
zufalliges Sammeln kommt also im Vergleich zum optimalen Vorgehen nur
der Faktor Inm hinzu.

2.5.4 Poisson-Verteilung

Die sogennante Poisson-Verteilung, benannt nach SIMEON DENIS POISSON
(1781-1840), ist motiviert durch die Betrachtung von Ereignissen, von de-
nen jedes einzelne zwar mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit eintritt, wir
aber auf Grund der Vielzahl moglicher Ereignisse dennoch erwarten, dass
zumindest ein paar Ereignisse eintreten. Hier denke man zum Beispiel an
die Moglichkeit, dass ein Biirger in der nachsten Stunde einen Herzinfarkt
bekommt. Fiir den Einzelnen ist dies unwahrscheinlich, schweizweit gibt
es aber dennoch etwa drei bis vier pro Stunde. Formal ist eine Poisson-
Verteilung (mit Parameter A) definiert durch die Dichtefunktion

il

e*?\)\i . .
. f €N
fX(l) _ { ur i 0

0 sonst.

(Um nachzurechnen, dass fx ist eine zuléssige Dichte, dass also } ;. fx(i) =
1 gilt, verwende man die aus der Analysis bekannte Reihenentwicklung

e* =) %) Fiir den Erwartungswert und die Varianz gilt

E[X] = Var[X] = A.



KAPITEL 2. WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE 128

Das Nachrechnen iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe. Um an-
zugeben, dass eine Zufallsvariable X Poisson-verteilt ist mit Parameter A

schreibt man auch kurz
X ~ Po(A).

Poisson-Verteilung als Grenzwert der Binomialverteilung. Um zu erkennen, un-
ter welchen Voraussetzungen die Poisson-Verteilung als sinnvolle Modellie-
rung eines Zufallsexperiments verwendet werden kann, ist es hilfreich zu
wissen, dass man die Poisson-Verteilung als Grenzwert einer Bionomialver-
teilung erhalt. Wir betrachten hierzu zunachst ein Beispiel.

Beispiel 2.46. Wir werfen n Bélle unabhédngig und gleichverteilt in n Korbe, vgl. Bei-
spiel 2.11. Mit X bezeichnen wir die Anzahl Balle, die im ersten Korb landen. Da jeder

einzelne Ball mit Wahrscheinlichkeit 1/n im ersten Korb zu liegen kommt und wir n Bélle
werfen, gilt X ~ Bin(n, 1/n). Fiir die Dichtefunktion gilt daher

fxﬁ)::<?) 1.(1471)“71 fiir alle i € {0, 1,...,n}.

i) nt n

Betrachten wir nun fiir ein festes i € N den Grenzwert fiir n — oo, so erhalten wir

n

—1)..(n—i+1) 1 1\t 1
lim fx(i) = Bim " meyf@ ) =g
n—oo n—oo il nt

das heisst, fiir n — oo konvergiert X, bzw. die Binomialverteilung Bin(n, 1/n), gegen die
Poisson-Verteilung Po(1).

Ahnlich wie im vorigen Beispiel rechnet man allgemein nach, dass fiir
jedes A > 0 die Binomialverteilung Bin(n,A/n) fir n — oo gegen die
Poisson-Verteilung mit Parameter A konvergiert.

Mit anderen Worten: gilt fiir eine Binomialverteilung, dass der erste
Parameter n (die Anzahl Versuche) sehr gross ist und dass das Produkt
der beiden Parameter np (also der Erwartungswert) eine (kleine) Konstan-
te ist, so kann man die Binomialverteilung durch die Poisson-Verteilung
approximieren, wobei der Parameter der Poisson-Verteilung durch den Er-
wartungswert der Binomialverteilung gegeben ist.

2.6 Mehrere Zufallsvariablen

Oftmals interessiert man sich bei einem Wahrscheinlichkeitsraum fiir meh-
rere Zufallsvariablen zugleich. Wir betrachten dazu ein Beispiel:
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Beispiel 2.47. Aus einem Skatblatt mit 32 Karten ziehen wir zuféllig eine Hand von zehn
Karten sowie einen Skat von zwei Karten. Unter den Karten gibt es vier Buben. Die
Zufallsvariable X zdhlt die Anzahl der Buben in der Hand, wadhrend Y die Anzahl der
Buben im Skat angibt. Die Werte von X und Y hédngen offensichtlich stark voneinander
ab. Beispielsweise muss Y = 0 sein, wenn X = 4 gilt.

Wir beschaftigen uns mit der Frage, wie man mit mehreren Zufallsva-
riablen iiber demselben Wahrscheinlichkeitsraum rechnen kann, auch wenn
sie sich wie in Beispiel 2.47 gegenseitig beeinflussen. Dazu untersuchen wir
fir zwei Zufallsvariablen X und Y Wahrscheinlichkeiten der Art

PriX=x,Y=y] = Pri{we Q| X(w)=x,Y(w) =y}l

Die Schreibweise Pr[X = x,Y = y], bei der die iiber Zufallsvariablen defi-
nierten Ereignisse ,X = x*“ und ,,Y = y* durch Kommata getrennt aufgeli-
stet werden, ist hier als Abkiirzung von Pr[,X = x* N ,,Y = y*] zu verstehen.
Auch kompliziertere Ausdriicke wie beispielsweise Pr[(X < x,Y <y, VY =
y»] sind iiblich.

Beispiel 2.47 (Fortsetzung) Wenn wir nur die Zufallsvariable X betrachten, so gilt fiir

0 S x S 4 4 28
— (x) (IO—X)

(o)

da zehn der 32 insgesamt vorhandenen Karten fiir die Hand ausgewahlt werden. Von
diesen zehn Karten werden x aus den vier Buben gewéhlt und 10 — x aus den restlichen
28 Karten, die keine Buben sind. Fiir die Zufallsvariable Y erhélt man analog fiir 0 <y < 2
PrlY =y] = (4)( 28 )/(322). Wenn wir jedoch X und Y gleichzeitig betrachten, so besteht

y/\2—y
ein enger Zusammenhang zwischen den Werten der beiden Variablen. Beispielsweise gilt
Pr[X = 4,Y = 1] = 0, da insgesamt nur vier Buben vorhanden sind. Allgemein erhalten

wir mit einer dhnlichen Argumentation wie zuvor
4\ ( 28 \ (4—x\ (28— (10—
(x) (10—x) ( yx) ( Z(—y X))
32\ (22 )
(70) (%)
woraus auch formal folgt, dass zum Beispiel Pr[X = 3,Y = 1] # Pr[X = 3]Pr[Y = 1].
Die Funktion

PriX=x,Y=y] =

fxy(x,y) =Pr[X=x,Y =]

heisst gemeinsame Dichte der Zufallsvariablen X und Y. Wenn man die
gemeinsame Dichte gegeben hat, kann man auch wieder zu den Dichten der
einzelnen Zufallsvariablen iibergehen, indem man

fx(x) = > fxy(x,y) baw. fy(y)= ) fxv(x,y)

yeWy xEWx
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setzt. Die Funktionen fx und fy nennt man Randdichten. Die Ereignisse
»Y = y“ bilden eine disjunkte Zerlegung des Wahrscheinlichkeitsraumes
und es gilt somit wegen Satz 2.3

Die Dichten der einzelnen Zufallsvariablen entsprechen also genau den Rand-
dichten. Auch zur Verteilung gibt es ein Analogon: Fiir zwei Zufallsvaria-
blen definiert man die gemeinsame Verteilung als

Fxy(x,y) = PriX <x,Y <yl =Prffw € Q| X(w) <x,Y(w) <y}l

Z Z fX,Y(X/>y/)

x'<xy’'<y

Auch hier kann man wieder zur Randverteilung iibergehen, indem man

=) _flx) =) ) fxvx\y).

x/<x x'<xyeWy
ansetzt. Analog erhalt man die Randverteilung von Y.

Beispiel 2.48. Wir betrachten folgendes zweistufiges Experiment. Wir werfen zunéchst einen
Wiirfel. X bezeichne die geworfene Augenzahl. Danach werfen wir X-mal eine ideale Miinze
und bezeichnen mit Y die Anzahl Kopf. Wie gross ist der Erwartungswert fiir Y7 — Intuitiv
kénnten wir folgende Rechnung anstellen: Die erwartete Augenzahl beim Wiirfel ist E[X] =
7/2. Und wenn wir eine ideale Miinze 3.5 mal werfen so erwarten wir (auch wenn wir nicht
genau wissen, wie das ‘ein-halb-mal’ Werfen geht), dass in der Hélfte der Félle Kopf kommt.
Das heisst, wir erwarten E[Y] = 7/4. Aber konnen wir dies auch formal begriinden? Ja!
Hierzu betrachten wir zunachst die gemeinsame Dichte von X und Y. Dies ist einfach:
die Wahrscheinlichkeit fiir “X = x” ist 1/6 fiir alle x € {1,...,6}. Und wenn wir die
Miinze x-mal werfen, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir y-mal Kopf genau (;‘) /2% fiir alle
y € {0,1,...,x}. Das heisst, wir haben

%.%@ falls x € {1,...,6}und y € {0,1,...,x}

fx,y(x,y) =
0 sonst.

Damit erhalten wir folgende Dichte fiir Y:

6 ()
fyly) = Y A max(ly) 1.3 fallsy€{0,1,...,6}
0 sonst.

Fir den Erwartungswert von Y gilt daher in der Tat

6 6 X 1 6 1 x 7
BVl = Y y-fyly Z 26;—6zzxzy(;‘):...:4,
y=0 = x=1 y=1

wobei wir die elementaren Rechnungen in “...” dem Leser als Ubung iiberlassen.
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Beispiel 2.49. Wir wahlen eine zuféllige Folge von n Nullen und Einsen, wobei jede Folge
die gleiche Wahrscheinlichkeit 2~ ™ hat. Wir bezeichnen mit X die Anzahl Einsen in der
Folge. Ferner sei 0 < m < n und Y die Anzahl Einsen unter den ersten m Folgengliedern.
Die gemeinsame Dichte von X und Yist firO<y<mundy<x<n—m-+y

n—m)\ /m)\__
fx,y(x,y) =PrX=x,Y =y] = (x—y ) (y)z m
denn es gibt (TJ) Moglichkeiten, y Einsen auf die ersten m Folgenglieder zu verteilen und

(T;:Z‘) Moglichkeiten, die verbleibenden x —y Einsen auf die restlichen n — m Glieder

zu verteilen. Die Randdichte von X erhalten wir, indem wir iiber alle Moglichkeiten fiir Y

summieren: o
fx(x) =Pr[X=x] = Z (n B m) (m) 2
y—0 XxX—y Yy

Verwenden wir nun noch die sogenannte Vandermonde Identitat fiir n > m
- )
X =AY y

so erhalten wir Pr[X =x] = (2) 27", was wir natiirlich auch direkt gewusst hatten.

2.6.1 Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Bei Ereignissen haben wir den Begriff der Unabhangigkeit kennen gelernt,
der intuitiv besagt, dass zwei Ereignisse sich gegenseitig ,nicht beeinflus-
sen“. Wie schon bei Ereignissen, so kann auch bei Zufallsvariablen dies
woffensichtlich“ der Fall sein (weil die entsprechenden Zufallsvariablen ,phy-
sikalisch“ unabhéngig sind) oder auch nur implizit (weil wir nachrechnen
konnen, dass keine Abhédngigkeit vorliegt). Die nadchsten beiden Beispiele
illustrieren beide Phanomene.

Beispiel 2.50. Wir werfen eine Miinze zweimal. Mit X; bzw. X, bezeichnen wir die Indika-

torvariable fiir das Ereignis, dass der erste bzw. zweite Wurf , Kopf“ ist. Da der erste Wurf
keinen Einfluss auf den zweiten Wurf hat, gilt fiir alle a,b € {0, 1}, dass

Pr(X; = a,X; =b] = Pr[X; = a] - Pr[X; = b].

Es ist ebenfalls leicht einzusehen, dass dies @mmer der Fall sein wird, wenn die Variablen
X; Indikatorvariablen fiir unabhangige Ereignisse sind.

Beispiel 2.51. Wir ziehen zufillig eine Karte aus einem Skatspiel mit 32 Karten und be-
trachten die Indikatorvariablen X bzw. Y flir die folgenden beiden Ereignisse: ,die Karte
ist eine Herz-Karte" bzw. ,die Karte ist ein Bube". Dann sind die beiden Variablen offen-
sichtlich nicht ,physikalisch® unabhéangig, denn wir ziehen ja nur eine einzige Karte, es gilt

aber: : 4
Pr[Y =1 |X:1]:§:3—2:Pr[Y=H.
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Das heisst, ob wir wissen, dass die Karte eine Herz-Karte ist, hat keinen Einfluss auf die
Wahrscheinlichkeit, mit der die Karte ein Bube ist.

Die Uberlegungen aus Beispiel 2.51 motivieren die folgende, auf Zufalls-
variablen erweiterte Definition von Unabhangigkeit.

Definition 2.52. Zufallsvariablen Xj,..., X, heissen unabhangig genau
dann, wenn fiir alle (xj,...,xn) € Wx, x ... x Wx_ gilt

PriXy =x1,..., Xq =xn] = Pr[Xy =x¢] - -+ - - Pr[X,, = x,].

Alternativ kann man Definition 2.52 auch uber die Dichten formulieren:
Xiy ..., X, sind genau dann unabhéngig, wenn fiir alle (x1,...,X,) € Wy, X
oo X Wy gilt

XX (X5 ooy Xn) = Fx (1) -+ fix (X)),

Bei unabhangigen Zufallsvariablen ist also die gemeinsame Dichte gleich
dem Produkt der Randdichten. Die Gleichung in Definition 2.52 gilt im
Ubrigen auch fiir x; ausserhalb des Wertebereichs, sie ist dann nur nicht
besonders interessant, da dann beide Seiten O sind.

Das folgende Lemma zeigt, dass fiir unabhangigen Zufallsvariablen die
Produkteigenschaft nicht nur fiir einzelne Werte x; gilt, sondern fiir belie-
bige Mengen.

Lemma 2.53. Sind X;j,...,X,, unabhangige Zufallsvariablen und sind
S1,...,S1 C R beliebige Mengen, dann gilt

Pr[X; € Si,..., Xy € Sl =Pr[X; €S5¢]-----Pr[X, € S.l.

Bewers. Es geniigt, die Gleichung fiir Teilmengen des Wertebereichs nach-
zurechnen, da sonstige Elemente die Wahrscheinlichkeiten nicht andern.
Insbesondere konnen wir annehmen, dass die S; endlich oder abzahlbar
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sind. Dann rechnen wir direkt nach:

Pr[X; €S1,..., X, € S,

= Z...ZPI[X]:X],.--,Xn:Xn]

X1€S$7 Xn€Sn
Unabh. Z Z PriX; =x¢] ... PriX,, = x4
X1€S5, Xn€Sn
= (Z Pr[X1=x1]>-...-<Z Pr[anxn]>
X1E€S5, Xn€Sn

= PrX;€S$----- Pr[X, € S,].

Mit Hilfe von Lemma 2.53 erhalten wir insbesondere auch einen for-
malen Beweis fiir die intuitiv offensichtlich Tatsache, dass Teilmengen von
unabhangigen Zufallsvariablen ebenfalls unabhangig sind.

Korollar 2.54. Sind Xj,...,X, unabhidngige Zufallsvariablen und ist
[={i,...,1i} C [n], dann sind Xj,,...,X;, ebenfalls unabhéngig.

Bewets. Wir rechnen die Bedingung der Definition 2.52 nach. Fir x;, €
WXij’ 1 <j <k, setzen wir

Wy, fallsié],
Yl fallsice L

Fir i € 1 ist dann X; € S; trivialerweise erfiillt und mit Lemma 2.53 folgt
daher

PI‘[Xi1 :xﬁ,...,Xik:xik] = PI[X1 ES],...,XnESn]
hemma 253 priX; € S+ - - Pr[X, € S.]

Wir wissen bereits, dass die Anwendung einer Funktion f auf eine Zufalls-
variable X wieder eine Zufallsvariable liefert, ndmlich f(X) := f o X. Damit
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kénnen wir Zufallsvariablen der Form —X, 2X 4 10, X?, (X —E[X])? etc. be-
trachten. Mit Hilfe von Lemma 2.53 werden wir nun zeigen, dass durch An-
wendung von Funktionen auf Zufallsvariablen deren Unabhangigkeit nicht
verloren geht.

Satz 2.55. Seien fy,...,f, reellwertige Funktionen (f;: R — R fiir
i=1,...,n). Wenn die Zufallsvariablen Xy, ..., X, unabhéngig sind,
dann gilt dies auch fiir f1(X),..., o (Xn).

Beweis. Wir betrachten beliebige Werte z;,...,z, mit z; € Wy, fir i =
1,...,n. Zu z; definieren wir die Menge S; = {x | f(x) = z;}. Es folgt mit
Hilfe von Lemma 2.53

PI‘[ﬂ(X]) :Z1,...,fn(Xn) = Zn
= PriX; € Siy..., X €Sy

—

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Annahme von Satz 2.55, dass die
X; unabhangig sind, hinreichend aber nicht notwendig ist.

Beispiel 2.56. Wihlen wir die konstante Funktion f = 1, so gilt fiir jede Zufallsvariable X:
Y := f(X) ist eine Zufallsvariable mit Dichte

1T y=1
fy(y) =
vy {O sonst.
Insbesondere gilt daher: f(X;),...,f(X,) sind auch dann unabhéngig, wenn Xj,..., X,

abhangig sind.

2.6.2 Zusammengesetzte Zufallsvariablen

Mit Hilfe einer Funktion g konnen mehrere Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum miteinander kombiniert werden. Man konstruiert
also aus den Zufallsvariablen Xj,..., X, eine neue, zusammengesetzte Zu-
fallsvariable Y durch Y := g(Xj, ..., X,). Die Wahrscheinlichkeiten der zu Y
gehorenden Ereignisse ,)Y = y* flir y € Wy = {Y(w) | w € Q} berechnen
wir wie gewohnt:

PrlY = y] = Prifw € Q| Y(w) =y}l = Prl{w | g(Xi(w),.. ., Xn(w)) =y}l
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Beispiel 2.57. Ein Wiirfel werde zweimal geworfen. X bzw. Y bezeichne die Augenzahl im
ersten bzw. zweiten Wurf. Daraus kann man zum Beispiel die Zufallsvariable Z .= X +Y
ableiten, die der Summe der gewiirfelten Augenzahlen entspricht. Fiir Z gilt: Pr[Z =1] =
Pr[@] =0, Pr[Z =4] = Pr[{(1,3),(2,2),(3, 1)}l = 36 usw.

In diesem Beispiel haben wir die Dichte von Z berechnet, indem wir zu
jedem moglichen Ergebnis fiir X den dazu passenden Wert von Y gewahlt
haben. Im Allgemeinen gilt ein ganz ahnliches Prinzip:

Satz 2.58. Fiir zwei unabhédngige Zufallsvariablen X und Y sei Z =

X+Y. Es gilt
fo fy(z —x).

xeEWx

Bewers. Mit Hilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit folgt, dass

fz(z) = PriZ=z]= ) PrX+Y=z|X=x] PrlX=x]

xEWx

= Y PrilY=z-x = ) () fy(z—x).

xEWx xeWx
]

Den Ausdruck ) ., fx(x) - fy(z —x) aus Satz 2.58 nennt man in Ana-
logie zu den entsprechenden Begriffen bei Potenzreihen Faltung oder Kon-
volution der Dichten fx und fy.

Beispiel 2.59. Seien X und Y Poisson-verteilt mit Parametern Ax bzw. Ay und sei Z die
Zufallsvariable X + Y. Dann gilt direkt nach dem Satz 2.58:

fz(z) =Pr[Z =2 = Z Pr[X = x]Pr]Y = z — x|
x=0

= AL AT
_ e*(?\er?\Y) Z X 7y
- x! (z—x)!

z _
— e~ (Ax+Av) Z NN z!

[ 1z —x)!
2 x!(z—x)!

—(Ax+Ay) Z AZ X ( )

1
= e~ MxFAY) ;(7\)( + Ay )=,

Entsprechend sehen wir, dass Z auch Poisson-verteilt ist mit Parameter Az = Ax + Ay.
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2.6.3 Momente zusammengesetzter Zufallsvariablen

Im Folgenden zeigen wir einige Rechenregeln fiir zusammengesetzte Zu-
fallsvariablen. Die Linearitat des Erwartungswertes kennen wir bereits aus
Satz 2.33.

Satz 2.60. (Linearitdit des Erwartungswerts) Fir Zufallsvariablen
Xiy.o oy Xy und X = a1 Xy + -+ - + a, X,, mit a;,...,a, € R gilt

EX] = a;E[X;] + - - - + an E[X].

Dieser Satz ist ausserst niitzlich, da keine Voraussetzungen an die Unab-
hangigkeit der beteiligten Zufallsvariablen gestellt werden. Bei Produkten
von Zufallsvariablen konnen wir hingegen auf diese Voraussetzung nicht
verzichten.

Satz 2.61. (Multiplikativitat des Erwartungswerts) Fiir unabhangi-
ge Zufallsvariablen Xi,..., X, gilt

Beweis. Wir beweisen den Fall n = 2. Der allgemeine Fall folgt daraus
dann sofort per Induktion:

EX-Y] = > > xy-PriX=x,Y=y
x€Wx yeWy
Unabh. Z Z xy - Pr[X = x] - Pr[Y = y]
xEWx ycWy
= ) x-PrlX=x] ) y-Prly =yl =EX-E[Y].
xEWYx yeWy

]

Um einzusehen, dass flir die Giiltigkeit von Satz 2.61 die Unabhangigkeit
der Zufallsvariablen wirklich notwendig ist, betrachte man beispielsweise
den Fall Y = X fiir eine Zufallsvariable X mit einer von Null verschiedenen
Varianz. Dann gilt E[X - Y] = E[X?] # (E[X])? = E[X] - E[Y].

Nachdem wir nun Aussagen zum Erwartungswert von Summen und
Produkten gesehen haben, wollen wir untersuchen, ob ahnliche Aussagen
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auch fiir die Varianz gelten. Der folgende Satz zeigt, dass bei unabhangigen
Zufallsvariablen die Varianz der Summe auf die Varianzen der einzelnen
Zufallsvariablen zuriickgefiihrt werden kann.

Satz 2.62. Fiir unabhangige Zufallsvariablen X, ..., X, und X := X;+
.o X gilt
Var[X] = Var[X;] + ...+ Var[X,].

Bewers. Wir beschranken uns auf den Fall n = 2 und betrachten die Zu-
fallsvariablen X und Y. Der allgemeine Fall folgt dann wieder per Induktion.
Es gilt

E[(X 4+ Y)?] = E[X* + 2XY + Y?] = E[X*] + 2E[X]E[Y] + E[Y?]
EX 4+ Y)? = (E[X] + E[Y])? = E[X]* + 2E[X]E[Y] + E[Y]?

wobei die erste Zeile die Unabhangigkeit von X und Y benutzt. Wir ziehen
die zweite Gleichung von der ersten ab und erhalten

E[(X +Y)?] — E[X + Y]* = E[X?] — E[X]* + E[Y}] — E[Y]%.
Mit Hilfe von Satz 2.40 folgt die Behauptung. [

Fir abhangige Zufallsvariablen Xy, ..., X, gilt Satz 2.62 im Allgemeinen
nicht. Als Beispiel betrachte man den Fall einer Zufallsvariablen X mit von
Null verschiedener Varianz. Fiir Y = —X nimmt die Zufallsvariable X + Y
immer den Wert O an, also haben wir Var[X + Y] = 0 # 2. Var[X] =
Var[X] + Var[Y]. Bei abhédngigen Zufallsvariablen ist es daher meistens sehr

schwer, Aussagen iiber die Varianz der Summe zu treffen.

Fir die Varianz des Produktes von Zufallsvariablen gilt ein Analogon zu
Satz 2.62 im Allgemeinen nicht einmal fiir unabhangige Zufallsvariablen,
wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.63. Seinen X und Y zwei unabhéangige Bernoulli-Variablen mit Parameter p. Dann
ist XY eine Bernoulli-Variable mit Parameter p2. Daher gilt Var[XY] = p?(1 —p?), was fiir
0 < p < 1 verschieden ist von Var[X] - Var[Y] = (p(1 —p))?.

2.6.4 Waldsche ldentitat

Im vorherigen Abschnitt haben wir uns Summen und Produkte von Zufalls-
variablen angesehen, bei denen die Anzahl der Summanden eine Konstante
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ist. In vielen Anwendungen ist die Anzahl der Summanden allerdings oft
ebenfalls eine Zufallsvariable. Man denke hier beispielsweise an einen Al-
gorithmus, der ein bestimmtes Unterprogramm solange aufruft, bis eine
Haltebedingung erfiillt ist. Die Laufzeit eines solchen Algorithmus konnen
wir abschatzen, indem wir den Algorithmus in Phasen zerlegen: Jede Phase
entspricht einem Aufruf des Unterprogramms. Die Anzahl Phasen ist dann
in der Regel allerdings nicht konstant, sondern durch eine Zufallsvariable
gegeben. Solche algorithmischen Beispiele verschieben wir auf spater, hier
begniigen wir uns zunachst mit einem kiinstlichen Beispiel.

Beispiel 2.64. Wir werfen eine Miinze mit Wahrscheinlichkeit p fiir ,,Kopf“, bis wir zum er-
sten Mal Kopf sehen. Die Zufallsvariable N bezeichne die entsprechende Anzahl an Wiirfen.
Anschliessend werfen wir die Miinze nochmals N-mal und bezeichnen mit Z die Anzahl
»Kopf"“ wahrend diesen zweiten N Versuchen. Was konnen wir iiber den Erwartungswert
von Z sagen? — Aus Abschnitt und Beispiel 2.31 wissen wir bereits, dass N geometrisch
verteilt ist mit Parameter p, und dass daher E[N] = 1/p ist. Wir erwarten daher, dass wir
die Miinze in der zweiten Phase 1/p-mal werfen. Und da jeder dieser Wiirfe mit Wahr-
scheinlichkeit p ,Kopf“ ist, kénnen wir vermuten, dass E[Z] = (1/p) - p = 1 gelten sollte.
Anstatt diese Vermutung durch Nachrechnen zu Beweisen, werden wir zundachst die soge-

nannte Waldsche Identitdt, benannt nach ABRAHAM WALD (1902-1950), herleiten, die
uns das vorhergesagte Ergebnis dann ohne weitere Rechnerei direkt liefert.

Satz 2.65 (Waldsche Identitdt). N und X seien zwei unabhéangige Zu-
fallsvariable, wobei fiir den Wertebereich von N gilt: Wy C N. Weiter
sel

N
Z:=> X,
i=1
wobei X, X3, ... unabhangige Kopien von X seien. Dann gilt:

Beweis. Wir verwenden Satz 2.32. Dann gilt offenbar

E[Z)= ) RE[Z|N=n]-Pr[N=n].

newn

Um E[Z | N = n] zu berechnen, stellen wir fest, dass hier die Anzahl
Iterationen nicht mehr eine Zufallsvariable, sondern eine Konstante ist, da
wir auf N =n bedingen. Mit der Linearitat des Erwartungswertes folgt

E[Z|N=n]=E[X; +...+ X =n-E[X],
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und wir erhalten

EZ]= ) n-EX-PrN=n]=EX] ) n-Pr[N=n]=EX]EN].

neWwn neWwn

2.7 Abschatzen von Wahrscheinlichkeiten

In Abschnitt 2.4.1 haben wir den Erwartungswert einer Zufallsvariablen
eingefiihrt. Umgangssprachlich sprechen wir auch oft davon, dass wir ein
bestimmtes Ergebnis eines Zufallsexperiments erwarten. Meinen beide Be-
griffe dasselbe? Dies ist leider nicht so!. Der Erwartungswert entspricht
dem Durchschnittswert bei sehr vielen Wiederholungen des Experimentes.
Wenn wir hingegen anschaulich von unser Erwartung sprechen, so beziehen
wir uns in der Regel nur auf ein einziges Experiment. Betrachten wir ein
Beispiel.

Beispiel 2.66. Wir betrachten eine Zufallsvariable X mit Dichte

1—-1 fallsx=n,
fx(x) = falls x = —mn(n—1),

1
n
0 sonst.

Dann ist E[X] =n(1—1/n)—(n—1) = 0. Dennoch nimmt aber X mit Wahrscheinlichkeit
1—1/n den Wert n an.

Wenn wir das Experiment aus Beispiel 2.66 daher nur ein einziges Mal
ausfiihren, so ‘erwarten’ wir den Wert n, denn dieser tritt ja mit Wahr-
scheinlichkeit fast Eins ein. Wenn wir andererseits das Experiment N mal
wiederholen, so wird der Durchschnitt der gesehenen Werte insbesondere
flir grosse Werte von N sehr nahe beim Erwartungswert sein, also nahe bei
Null sein. Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen kann also von dem
erwarteten Ergebnis bei einer einzigen Wiederholung sehr stark abweichen.

Fiir manche Zufallsvariablen kann man jedoch zeigen, dass der Erwar-
tungswert und der erwartete Ausgang eines einzigen Experimentes sehr
nahe beieinander liegen. Formal lasst sich so eine Aussage wir folgt be-
schreiben: Nehmen wir an, fiir eine Zufallsvariable X, eine Konstante t > 0

!NB: wenn wir in Ubungen von der ‘erwarteten Anzahl’ o.A. sprechen, meinen wir
stets den Erwartungswert.
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und eine (kleine) Konstante & > 0 gilt
Pr[X —E[X]| <t] >1-5.

Dann ‘erwarten’ wir also, dass wir bei einer einmaligen Durchfithrung des
Experimentes X einen Wert erhalten, der sich um hochstens t vom Erwar-
tungswert unterscheidet. Konkret konnte so eine Aussage beispielsweise wie
folgt aussehen. Sei X die Zufallsvariable, die die Anzahl Kaufe bei einem
Coupon-Collector-Problem mit n Bildern angibt. Dann wissen wir (siehe
Seite 126), dass E[X] = nlnn 4+ O(n). In diesem Abschnitt werden wir
zeigen, dass sogar gilt:

7.[2

Pr[|X — EX]| < nv/Inn) > 1

- 6lnn’

Fiir eine hinreichend grosse Bilderanzahl n ‘erwarten’ wir daher, dass wir
bei der nachsten Bilder-Aktion von Migros oder Coop hochstens nlnn +
n+/Inn Bilder kaufen miissen, bis wir je ein Exemplar aller n Bilder besit-
zen.

2.7.1 Die Ungleichungen von Markov und Chebyshev

Bei der Konstruktion der Zufallsvariablen in Beispiel 2.66 haben wir den
‘wahrscheinlichen’ Wert n durch den negativen Wert —n(n — 1) ausgegli-
chen. Viele in der Informatik auftretende Zufallsvariablen haben jedoch die
Eigenschaft, dass sie nur nicht-negative Werte annehmen. Dann ist eine
Konstruktion wie die in Beispiel 2.66 nicht moglich. Und wir konnen sogar
zeigen, dass dann sehr grosse Werte der Zufallsvariable wenig wahrschein-
lich sind. Der folgende Satz, benannt nach dem russischen Mathematiker
ANDREI ANDREJEWITSCH MARKOV (1856-1922), formalisiert dies.

Satz 2.67. (Ungleichung von Markov) Sei X eine Zufallsvariable, die
nur nicht-negative Werte annimmt. Dann gilt fiir alle t € R mit t > 0,
dass E[X

Oder dquivalent dazu Pr(X > t-E[X]] < 1/t.
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Beweis. Wir rechnen direkt nach, dass

EX] = ZX-PI[XZX] > Z x - Pr[X = %]
x€Wx xEWX, x>t
> t- Y  PriX=x] = t-PrlX>t.
xeWx, x>t

Man erkennt, dass die Markov-Ungleichung im Wesentlichen durch Weg-
lassen einiger Summanden aus der Definition des Erwartungswerts ent-
steht. [

Obwohl die Ungleichung von Markov sehr einfach zu beweisen ist, hat
sie sich bei zahlreichen Anwendungen schon als sehr niitzliches Hilfsmittel
erwiesen. Fiir das Coupon-Collector-Problem erhalten wir zum Beispiel so-
fort die Aussage, dass wir nur mit Wahrscheinlichkeit 1/100 viel mehr als
100nlogn Kaufe tatigen miissen. Noch nicht unser Wunschergebnis, aber
ein Anfang.

Erinnern wir uns an die Varianz. Sie misst die durchschnittliche Abwei-
chung einer Zufallsvariablen von ihrem Erwartungswert. Definiert haben
wir sie als Var[X] := E[(X — E[X])?]. Der Term (X — E[X])? definiert eine
nichtnegative Zufallsvariable. Und wir konnen daher auf diese Zufallsvaria-
ble die Markov-Ungleichung anwenden. Tun wir dies, so erhalten wir die
sogenannten Chebyshev-Ungleichung, benannt nach PAFNUTI LWOWITSCH
CHEBYSHEV? (1821-1894).

Satz 2.68. (Ungleichung von Chebyshev) Sei X eine Zufallsvariable
und t € R mit t > 0. Dann gilt

Var[X]
tZ

PrIX—E[X][ > t] <

oder dquivalent dazu Pr[[X — E[X]| > t\/Var[X]] < 1/t%.

Bewers. Es gilt

PrX —E[X]| > t] = Pr[(X —E[X])? > t%.

2In der deutschsprachigen Literatur meist TSCHEBYSCHEFF; wir benutzen hier aber
die im Englischen iibliche Schreibweise.
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Die Zufallsvariable Y := (X — E[X])? ist nicht-negativ und hat nach De-
finition der Varianz den Erwartungswert E[Y] = Var[X]. Damit folgt die
Behauptung durch Anwendung der Markov-Ungleichung:

Pr[X —E[X]| > t] = Pr[y >t} < ]Et[;(] _ Va;[X].

]

Die Ungleichung von Chebyshev bestatigt die intuitive Bedeutung der
Varianz: Je kleiner die Varianz ist, desto grosser ist die Wahrscheinlichkeit,
mit der X nur Werte innerhalb eines Intervalls [E[X] — t, E[X] 4+ t] um den
Erwartungswert E[X] annimmt. Die Varianz ist also in der Tat ein gutes
Mass dafiir, mit welcher Sicherheit wir davon ausgehen konnen, dass die
Werte einer Zufallsvariablen ,nahe beim Erwartungswert liegen.

Beispiel 2.69. Wir betrachten wieder das Coupon-Collector-Problem. Mit X bezeichnen
wir die Anzahl Kaufe, bis wir jedes Bild mindestens einmal besitzen. Auf Seite 126 haben
wir den Erwartungswert von X ausgerechnet: E[X] = nH, = n(1+1/2+1/3 4+ --- +
1/n). Um Chebyshev anzuwenden brauchen wir ausserdem die Varianz von X. Fiir deren
Berechnung verwenden wiederum die Darstellung X = 2?11 Xj, wobei X; die Anzahl Kaufe
ist wéahrend, wir genau i — 1 verschiedene Bilder besitzen. Wegen der Unabhangigkeit der
X; wissen wir aus Satz 2.62, dass

n

Var[X] = Var [ Y xi] - i Var[X].
i=1

i=1

Im Abschnitt auf Seite 126 haben wir uns schon iiberzeugt, dass X; geometrisch verteilt
ist mit dem Parameter p; = 1 — -1, Daher gilt Var[X;] = 1;% (siehe Abschnitt 2.64),

i

und somit

n

Var[X]—E ]_pi<g l—n " z—n2 Enl<nZ ﬂ—z
. 2 = L2 n—i+1/) L2 = 6’
i=1 Pi i=1 Pi i=1 i=1

wobei wir die Summe ) 7, 11—2 = %2 verwendet haben. Mit Satz 2.68 gilt nun fiir eine

beliebige Funktion f(n)

mn?

6 (f(n))*

< Var[X

]
PrX —E[X]| > f(n)] < (f(n))2

<

Die rechte Seite geht fiir jede Funktion f(n), die schneller als n wéchst, gegen Null. Die
zuvor genannte Ungleichung

2

Pr[ X —EX]|<nvInn] >1—
6lnn

folgt zum Beispiel fiir f(n) = n+y/Ilnn.
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2.7.2 Die Ungleichung von Chernoff

Wenn wir eine faire Miinze n-mal werfen und mit X die Anzahl Kopf be-
zeichnen, so ist X binomialverteilt mit Parameter 1/2. Insbesondere gilt
daher E[X] = n/2. Mit der Ungleichung von Markov folgt daraus Pr[X >
n] < 1/2. Ein etwas scharferes Resultat liefert die Chebyshev-Ungleichung:
sie ergibt (Ubung)

PriX>n] <1/n.

Wir wissen aber andererseits bereits, dass Pr[X > n] = 2™ gilt. Die
Markov- und Chebyshev-Ungleichungen liefern in diesem Beispiel also zwar
korrekte, aber nicht sehr gute Abschatzungen. Dies liegt daran, dass die-
se Ungleichungen fiir beliebige nicht-negative Zufallsvariablen gelten — sie
sind daher leicht anzuwenden, geben aber nicht immer sehr gute Schranken.
Wenn wir die Verteilung der Zufallsvariable kennen, konnen wir oft besse-
re Schranken herleiten. Speziell fiir Summen von Bernoulli-Variabeln sind
die sogenannten Chernoff-Schranken (benannt nach HERMAN CHERNOFF
(*1923)) sehr niitzlich.

Satz 2.70 (Chernoff-Schranken). Seien Xj, ..., X, unabhingige Bernoulli-
verteilte Zufallsvariablen mit Pr[(X; = 1] = p; and Pr[X; = 0] = 1 —p;.
Dann gilt fir X:= Y ', Xy

(i) PrlX > (1+8)EX]] < e 3¥EN  fijralle 0 < 5 < 1,

(ii) PriX < (1 —8)EX]] < e z"EX  fiir alle 0 < & < 1,

(i) Pr[X >t <27 fiir t > 2eE[X].

Beweis. Wir betrachten zunéchst (iii), weil der Beweis hier etwas iiber-
sichtlicher ist. Die Idee ist, die Markov-Ungleichung auf die Zufallsvariable
Y := 4X anzuwenden. Weil die Funktion 4* streng monoton wachsend ist,
ist das Ereignis ,,X > t“ identisch mit dem Ereignis ,4% > 4% Insbesondere
ist
E4¥)

4t
wobei wir im zweiten Schritt die Markov-Ungleichung auf Y = 4X ange-

Pr(X > t] =Prd* > 44 <

wandt haben. Wir miissen also nur noch E[4X] ausrechnen. Dazu erinnern
wir uns daran, dass die Zufallsvariablen X; unabhangig sind, und daher die
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Zufallsvariablen e*t nach Satz 2.55 ebenfalls unabhingig sind. Nach der
Multiplikativitat des Erwartungswertes fiir unabhangige Zufallsvariablen
(Satz 2.61) gilt deshalb:

E[4¥] =E [4Z4%] =E [f[ 4Xi} Matt. ﬁ E[4%],
i=1

i=1

Da jedes X; eine Bernoulli-Variable mit Parameter p; ist, nimmt der Aus-
druck 4% nur die Werte 4 oder 1 an, und zwar mit Wahrscheinlichkeit p;
bzw. 1 —p;. Deshalb ist E[4%] = 4p; + (1 —p;) = 1+ 3p; < %, wobei der
letzte Schritt eine Anwendung der aus der Analysis bekannten Ungleichung
1+ x < e* ist. Damit ist also

E[4X] < ﬁ e3Pt — @3 b — e3EX tZZ%Em e3t/(2e)

i=1

Mit einem Taschenrechner sehen wir schnell, dass e3/(%¢) ~ 1.7364 < 2 ist,
und daher e3/(?¢) < 2t. Setzen wir alles zusammen, so haben wir
E[4%] 2t

o Sah

Pr[X > t]

[\

wie behauptet. Die Ungleichungen (i) und (ii) beweist man ganz &hnlich,
ausser dass wir statt Y := 4X die Zufallsvariable Y := (1 + 8)X bzw. Y :=
(1 — &)X verwenden. Wir verzichten auf die Details. O

Beispiel 2.71. Wir betrachten wieder das Beispiel von vorher: Wir werfen n faire Miinzen
und bezeichnen mit X die Anzahl von ,Kopf“-Ergebnissen. Dann gilt E[X] = n/2. Wie
gross ist nun die Wahrscheinlichkeit Pr[|X —n/2| > 0.1-n/2], dass die tatsdchliche Anzahl
um mindestens 10% vom Erwartungswert abweicht? Die folgende Tabelle vergleicht die
Schranken, und die Chebyshev-Ungleichung und die Chernoff-Ungleichung liefern: Fiir

n Chebyshev | Chernoff

1000 0.1 0.270961

2000 0.05 0.0424119
5000 0.02 0.000244096
10000 | 0.01 5.77914-1078
100000 | 0.001 4.14559 . 10773

die Chernoff-Ungleichung haben wir hier die Werte angegeben, die sich aus der Summe
der Formeln in (i) und (ii) in Satz 2.70 ergeben.
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2.8 Randomisierte Algorithmen

Ziel eines Algorithmus ist es, fiir eine Eingabe I eine Ausgabe A(I) zu be-
rechnen. Bislang haben wir nur Algorithmen gesehen, die die Eigenschaft
haben, dass sie fiir identische Eingaben auch identische Ergebnisse berech-
nen. Man nennt solche Algorithmen daher auch deterministische Algo-
rithmen. In diesem Abschnitt wollen wir einen Schritt weiter gehen und
sogenannte randomzisierte Algorithmen betrachten. Die Idee eines rando-
misierten Algorithmus ist, dass der Algorithmus zusatzlich zur Eingabe I
auch noch Zugriff auf Zufallsvariablen hat. Das Ergebnis des Algorithmus
hangt daher nicht nur von der Eingabe I ab, sondern auch noch von den
Werten der Zufallsvariablen. Wir bezeichnen die Ausgabe des Algorithmus
daher mit A(I,R), wobei R fiir die Werte der Zufallsvariablen steht. Aus-
serdem schreiben wir A(I) fiir die Zufallsvariable, die dem Wert von A(I, R)
bei einer zufélligen Wahl von R entspricht. Wichtig ist daher: bei randomi-
sierten Algorithmen erhalten wir bei mehrmaligem Aufruf mit der gleichen
Eingabe [ im Allgemeinen verschiedene Ergebnisse.

Fir eine genaue Definition eines randomisierten Algorithmus miissen
wir noch prazisieren, auf welche Zufallsvariablen ein randomisierter Al-
gorithmus Zugriff hat. In der Komplexitatstheorie nimmt man tiiblicher-
weise an, dass randomisierte Algorithmen lediglich Zugriff auf sogenannte
Zufallsbits haben. Diese sind das Ergebnis von unabhangigen Bernoulli-
verteilten Zufallsvariablen mit Parameter 1/2. Haben wir Zugriff auf sol-
che Zufallsbits, so konnen wir daraus auch kompliziertere Zufallsvariablen
konstruieren. Fiir die Binomialverteilung mit Parameter n und 1/2 ist das
sofort einsichtig. Fiir eine Gleichverteilung auf der Menge {1, 2, 3} fiihrt dies
andererseits bereits zu einigen Schwierigkeiten: Wenn wir n Zufallsbits ver-
wenden, so gibt es 2™ verschiedene 0-1-Folgen, die alle gleich wahrscheinlich
sind. Jeder Folge miissen wir als Ausgabe einen der drei Werte 1, 2,3 zu-
ordnen. Egal wir gross wir n wahlen, so werden wir so nie eine ezakte
Gleichverteilung auf {1, 2, 3} hinbekommen.

Um diese Probleme zu vermeiden, werden wir in dieser Vorlesung da-
her davon ausgehen, dass wir Zugriff auf alle Arten von Zufallsvariablen
haben, wie sie von modernen Programmiersprachen bereitgestellt werden.
Wie auch bei den Zufallsbits gehen wir davon aus, dass diese Aufrufe unab-
hdngige Werte liefern. Realisiert wird dies in Programmiersprachen durch
sogenannte Zufallszahlengeneratoren (siehe Seite 108).
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Bei randomisierten Algorithmen unterscheidet man zwei verschiedene
Ansatze: Algorithmen, die immer schnell sind, aber zuweilen ein falsches
Ergebnis liefern (sogenannte Monte-Carlo-Algorithmen) und Algorithmen,
die nie ein falsches Ergebnis liefern, aber bei denen die Laufzeit eine Zufalls-
variable ist (sogenannte Las-Vegas-Algorithmen). Wir kénnen Las-Vegas-
Algorithmen auch anders betrachten: Brechen wir den Algorithmus ab,
wenn eine bestimme Laufzeit liberschritten ist, so haben wir einen Algo-
rithmus, der immer schnell ist, der aber zuweilen statt einer sinnvollen
Antwort nur ‘???’ ausgibt (und umgekehrt kénnen wir solch einen Algo-
rithmus auch so lange wiederholen, bis wir einmal nicht ‘7?77’ als Antwort
kriegen — dann ist aber wieder die Laufzeit eine Zufallsvariable). Wir be-
nutzen hier die Definition eines Las-Vegas-Algorithmus als ein Algorithmus,
der manchmal ‘777’ ausgeben kann.

Wichtig ist hier natiirlich, dass Fehler oder verweigerte Antworten nur
sehr selten auftreten. Ein Algorithmus, der, statt die Eingabe tiberhaupt
nur einzulesen, sofort eine Antwort rat, ist ein Monte-Carlo-Algorithmus im
obigen Sinne: die Laufzeit ist immer konstant und er macht Fehler. Aber so
ein Algorithmus ist natiirlich komplett nutzlos. Was wir gerne hatten, sind
Algorithmen, die zumindest ,fast immer* schnell sind und ,fast nie"“ Fehler
machen. Wie sich gleich zeigen wird, ist dies oft gar nicht so schwer, da
sich die Fehlerwahrscheinlichkeit oft mit einigen einfachen Tricks drastisch
reduzieren lasst.

2.8.1 Reduktion der Fehlerwahrscheinlichkeit

Ein Freund schlagt uns einen Miinzentscheid vor fiir die Frage, wer die
heutigen Kinokarten bezahlen soll. Auch eine Miinze hat er gleich parat
und sagt uns, dass wir ,Zahl“ nehmen sollen. Wohl wissend, dass er als
Hobby-Zauberer allerlei ungewohnliche Dinge besitzt, wollen wir zunachst
sicherstellen, dass die Miinze keine Spezialanfertigung ist mit ,Kopf“ auf
beiden Seiten. Anfassen diirfen wir die Miinze nicht und so bitten wir den
Freund die Miinze zumindest ein paar Mal zu werfen. Sobald wir ,,Zahl“
sehen, sind wir beruhigt — und bereit fiir den Kinokarten-Miinzentscheid.
Wenn die Miinze allerdings jedes Mal , Kopf“ zeigt, so wird unser Misstrau-
en schnell so gross werden, dass wir auf den Miinzentscheid verzichten. Die
Betonung hier liegt auf schnell. Schon bei nur 10 Miinzwiirfen ist die Wahr-
scheinlichkeit bei einer fairen Miinze fiir zehnmal Kopf kleiner als 1:1000,
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bei 20-mal ist es schon weniger als 1:10°.

Die Reduktion der Fehlerwahrscheinlichkeit bei Algorithmen beruht auf
genau dieser Idee: Fiihren wir einen randomisierten Algorithmus mehrfach
aus (jedes Mal natiirlich mit ,neuen“ Zufallsbits), so reduziert sich die Feh-
lerwahrscheinlichkeit analog wie bei obigem Miinzwurf. Ist die Fehlerwahr-
scheinlichkeit bei einem Durchlauf 1/2, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass
20 Durchldufe allesamt fehlerbehaftet sind kleiner als 107°.

Wir verwenden diesen Ansatz zunachst, um zu zeigen, dass es fiir Las-
Vegas-Algorithmen geniigt, dass der Algorithmus die richtige Antwort mit
Wahrscheinlichkeit mindestens € gibt, wobei ¢ > 0 beliebig klein sein darf.
Durch eine gentligend grosse Anzahl Wiederholungen kann man daraus dann
jede beliebig kleine Fehlerwahrscheinlichkeit erzielen. Die Anzahl notiger
Wiederholungen hangt hierbei nur von der urspriinglichen Korrektheits-
wahrscheinlichkeit ¢ und der gewiinschten Fehlerwahrscheinlichkeit 6 ab.

Satz 2.72. Sei A ein randomisierter Algorithmus, der nie eine falsche
Antwort gibt, aber zuweilen ‘7?77’ ausgibt, wobei

Pr[A(I) korrekt] > «.

Dann gilt fiir alle § > 0: bezeichnet man mit A; den Algorithmus,
der A solange aufruft, bis entweder ein Wert verschieden von 777’
ausgegeben wird (und A; diesen Wert dann ebenfalls ausgibt) oder bis
N = ¢ 'In&"-mal ‘???’ ausgegeben wurde (und A; dann ebenfalls
‘7?77’ ausgibt), so gilt fiir den Algorithmus Ajs, dass

Pr[A;(I) korrekt] > 1 —24.

Beweis. Die Wahrscheinlichkeit, dass A bei N Aufrufen immer den Wert
“???" ausgibt, ist nach Annahme hochstens (1 —¢)N. Da 1—x < e™ fiir alle
x € R, folgt daher fiir N = ¢ 'Ind~', dass die Wahrscheinlichkeit, dass Ajs
den Wert ‘???’ ausgibt, hochstens (1 — )N < e™*N = e!2® = § ist. O
Mit Hilfe von Satz 2.72 konnen wir uns jetzt auch leicht ganz formal davon

iiberzeugen, wie man aus 0-1-Zufallsbits einen Zufallsgenerator fiir eine
Gleichverteilung auf den Zahlen {0, ...,n} erzeugt.

Beispiel 2.73. Wir betrachten der Einfachheit halber hier nur den Fall n = 2. Mit Hilfe
von zwei Zufallsbits konnen wir einen exakt uniformen Sampler wie folgt konstruieren:
Bei 00 gebe O aus, bei 01 gebe 1 aus, bei 10, gebe 2 aus, bei 11 gebe ‘777’ aus. Dieser
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Algorithmus gibt dann jede Zahl 0,1,2 mit der gleichen Wahrscheinlichkeit aus, und ¢?77?’
mit Wahrscheinlichkeit 1/4. Die Wahrscheinlichkeit, dass wir nach 30 Aufrufen dieses ein-
fachen Samplers noch immer keine Zahl ausgegeben haben, ist 43¢ < 10~'8. Wenn wir in
diesem Fall dann zum Beispiel Null ausgeben, haben wir zwar keine genaue Gleichvertei-
lung mehr, aber dies spielt fiir die Praxis keine Rolle. Alternativ kann man den einfachen
Sampler auch so lange aufrufen, bis er eine Antwort liefert. Dann kann die Laufzeit des
Algorithmus zwar im Prinzip beliebig gross werden, aber da die Wahrscheinlichkeit hierfiir
so gering ist, werden in der Praxis exorbitant grosse Laufzeiten nicht auftreten.

Fiir Monte-Carlo-Algorithmen gilt ebenfalls, dass die Fehlerwahrschein-
lichkeit sehr schnell abnimmt. Allerdings ist nicht immer offensichtlich, wie
man das ausnutzen kann. Denn a priori ist nicht klar, wie man einer Ant-
wort ansehen kann, ob sie korrekt ist oder nicht. In dem Spezialfall, dass ein
Monte-Carlo-Algorithmus nur zwei Werte ausgibt und wir wissen, dass ei-
ner dieser Werte immer korrekt ist, konnen wir jedoch ein ahnliches Prinzip
anwenden.

Satz 2.74. Sei A ein randomisierter Algorithmus, der immer eine der
beiden Antworten JA oder NEIN ausgibt, wobei

PrlA(I) = JaA] =1 falls I eine JA-Instanz ist,

und
Pr[A(I) = NEIN] > ¢ falls I eine NEIN-Instanz ist.

Dann gilt fiir alle § > 0: bezeichnet man mit A; den Algorithmus,
der A solange aufruft, bis entweder der Wert NEIN ausgegeben wird
(und A; dann ebenfalls NEIN ausgibt) oder bis N = ¢ 'Iln§'-mal Ja
ausgegeben wurde (und A; dann ebenfalls JA ausgibt), so gilt fiir alle
Instanzen I

Pr[A;(I) korrekt] > 1 — 4.

Bewezis. Falls I eine JA-Instanz ist, wird A(I) = JA mit Wahrscheinlichkeit
1 gelten, d.h. insbesondere Pr[A;(I) korrekt] = 1. Ist I eine NEIN-Instanz,
dann gibt jeder Aufruf von A mit Wahrscheinlichkeit mindestens ¢ die Ant-
wort NEIN. Die Wahrscheinlichkeit, dass unter N = ¢ 7' In 5! unabhingigen
Aufrufen kein einziges NEIN ist, ist hochstens

(1— 8)N < e N efln(’r] =5,

das heisst Pr[As(I) korrekt] > 1 — 6. O
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Monte-Carlo-Algorithmen, die die Bedingung aus Satz 2.74 erfiillen,
nennt man Algorithmen mit einseitzgemn Fehler, denn sie machen ja nur bei
einer der beiden Antworten einen Fehler. Bei Monte-Carlo-Algorithmen mit
zweiseitigem Fehler, konnen wir den Fehler ebenfalls reduzieren, aber nur
wenn die Fehlerwahrscheinlichkeit des Algorithmus von Anfang an strikt
kleiner als 1/2 ist.

Satz 2.75. Sei ¢ > 0 und A ein randomisierter Algorithmus, der immer
eine der beiden Antworten JA oder NEIN ausgibt, wobei

PrlA(I) korrekt] > 1/2 + ¢.

Dann gilt fiir alle 6 > 0: bezeichnet man mit A; den Algorithmus,
der N =4¢21nd! unabhingige Aufrufe von A macht und dann die
Mehrheit der erhaltenen Antworten ausgibt, so gilt fiir den Algorith-
mus As, dass

Pr[A;(I) korrekt] > 1 —24.

Bewers. Wir konnen annehmen, dass ¢ < 1/2 ist. Sei X die Anzahl kor-
rekter Antworten unter N unabhidngigen Aufrufen von A(I). Setzen wir
p := Pr[A(]I) ist korrekt], so ist X binomialverteilt mit Parametern N und
p. Offenbar ist

Pr[As(I) korrekt] > Pr[X > N/2] =1 —Pr[X < N/2].

Zu beachten ist, dass N/2 viel kleiner ist als der Erwartungswert von X,
namlich ist E[X] = pN > N/2 + ¢N, und somit

N/2 < (1—¢€)(N/2+eN) < (1 —¢€)E[X]

(die erste Ungleichung gilt fiir alle 0 < ¢ < 1/2). Daher kdnnen wir die
Chernoff-Schranken anwenden. Aus E[X] > N/2 = 2¢?1n 5" und Satz 2.70
(ii) folgt

Pr[X < N/2) < Pr[X < (1 - e)EX]] < e 29BN < g,

und somit Pr[A;(I) korrekt] > 1 — . O

Bei randomisierten Algorithmen fiir Optimierungsprobleme (wie bei-
spielsweise beim Berechnen einer moglichst grossen stabilen Menge wie in
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Beispiel 2.37) sprechen wir iiblicherweise nicht von Fehlerwahrscheinlich-
keiten, sondern davon, ob sie das gewlinschte Ergebnis erzielen, also bei-
spielsweise einen Wert ausgeben der mindestens so gross ist wie der Erwar-
tungswert. Auch in diesem Fall funktioniert das Prinzip der unabhangigen
Wiederholungen analog:

Satz 2.76. Sei ¢ > 0 und A ein randomisierter Algorithmus fiir ein
Maximierungsproblem, wobei gelte:

PrlA(I) > f(I)] > e.

Dann gilt fiir alle § > 0: bezeichnet man mit A; den Algorithmus, der
N = ¢ 'In§"! unabhingige Aufrufe von A macht und die beste der
erhaltenen Antworten ausgibt, so gilt fiir den Algorithmus A;, dass

Pr[As(I) > f(D)] > 1 8.

(Fir Minimierungsprobleme gilt eine analoge Aussage wenn wir ,,>
f(I)*“ durch ,,< f(I)* ersetzen.)

Beweis. Die Wahrscheinlichkeit, dass bei N unabhangigen Aufrufen von
A(I) kein einziges Mal ein Wert von mindestens f(I) erzielt wird, ist hoch-
stens

(1—¢)N < exp(—eN) =exp(—Ind') = 5.

Die Aussage fiir Minimierungsprobleme folgt analog. O

In den folgenden Abschnitten geben wir einige Anwendungsbeispiele fiir
randomisierte Algorithmen.

2.8.2 Sortieren und Selektieren

Ein klassisches Beispiel fiir einen Las-Vegas-Algorithmus ist der QUICK-
SORT Algorithmus, bei dem wir in jedem Schritt das Pivot-Element zu-
fallig wahlen. Dieser Algorithmus sortiert immer richtig, aber die konkrete
Laufzeit hdngt von der (zufélligen) Wahl der Pivot-Elemente ab. Wenn wir
hierbei viel Pech haben, kann die Laufzeit quadratisch in der Anzahl zu
sortierender Elemente sein. Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass
die Laufzeit in der Regel aber durch O(nlnn) beschriankt sein wird.
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Wir wiederholen hier kurz den QUICKSORT-Algorithmus zur Sortierung
einer Folge (A[l],...,An]). Mit PARTITION(A, {,1,p) bezeichnen wir eine
Prozedur, die fiir ein { < p < r die Elemente A[{],..., A[r] mit Hilfe von
T — { vielen Vergleichen so umsortiert, dass auf der linken Seite von A[p]
die Elemente kleiner als A[p] stehen und auf der rechten Seite die Elemente
grosser als Alp]. Das Element A[p] selbst wird dazwischen einsortiert und
der Riickgabewert t gibt die entsprechende Position an. Zur Einfachheit
nehmen wir hier an, dass die Elemente von A paarweise verschieden sind,
sodass dieses t eindeutig definiert ist.

QUICKSORT(A, {, 1)

1: if £ < then

2: p « Uniform({¢, ¢+ 1,...,1}) > wahle Pivotelement zufallig
3 t « PARTITION(A, {,1,P)

4: QUICKSORT(A,{,t— 1)

5 QUICKSORT(A,t+ 1,71)

Die Sortierung von (All],...,A[n]) erfolgt durch den Aufruf QUICK-
SORT(A, 1,n). Fiir eine genauere Beschreibung des Algorithmus verweisen
wir auf den ersten Teil der Vorlesung.

Wir bezeichnen nun mit T, die (zufdllige) Anzahl an Vergleichen, die bei
einem Aufruf QUICKSORT(A,{, 1) ausgefiihrt werden. Wir wollen zeigen,
dass gilt:

ET.] <2(n+1)Inn+O(n). (2.6)

Fir € > rist Ty, = 0. Fiir { < r gilt mit Satz 2.32 und der Linearitdt des
Erwartungswerts

E(Tey) = ) Prit =1l (r— 0+ ElTgi 1] + ETir,])
i=(

1 r—{

) — Z(r — 0+ E[Ty 1] + ElTeipa,]).
r—{+1 &=

Hierbei haben wir benutzt, dass t gleichverteilt auf {¢, ..., r} ist — dies folgt

direkt aus der Annahme, dass die Elemente von A verschieden sind.
Betrachten wir die eben gezeigte Rekursion nochmals etwas genauer, so

sehen wir, dass der Erwartungswert E[T;,] gar nicht von r und { abhéngt,
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sondern nur von der Anzahl r — { + 1 der zu sortierenden Elemente. Diese
Beobachtung motiviert die folgende rekursive Definition von Zahlen t,:

o 0, falls n < 1,und
N 1 ZI:(J Mm—T14+t 4+t i), fallsmn>2.

n

Durch Induktion iiber r — { sieht man dann leicht, dass fiir alle ¢,r die
Gleichung E[T;,] = t,_¢41 gilt. Im Folgenden leiten wir jetzt noch eine obere
Schranke fiir t,, her. Fiir alle n > 3 gilt nach Definition:

n-t, = (n—1+ti+tn_i_1)
i=0
und ebenso
n—2
Mm—=1)thg = Z(Tl — 2+t + o).
i=0

Ziehen wir nun die zweite diese Gleichungen von der ersten ab, so erhalten
wir:
nt,—M—1) -t =2n—1) + 2t

und daher

- n+1

2(n—1 1
L L B (n )<n+
n

ctooq + 2.

Nun verwenden wir nochmals Induktion (diesmal iiber n) um zu zeigen,

dass fiir alle n > 2 gilt:

n+1

t, <2

i

+

n+1
T

Il
w

Fiir n = 2 folgt aus der Definition von t,,dasst, =1 <2 = Zf:g 1.Firn >
3 konnen wir die oben hergeleitete Ungleichung t, < “T“ -tn_1+2 zusammen
mit der Induktionsannahme verwenden, um die Giiltigkeit der Ungleichung
fur alle n > 3 nachzurechnen. Wegen > I | % =H, =Ilnn+ O(1) gilt somit
insbesondere

ET.]) =t <2n+1)lnn+ O(n),

wie in (2.6) behauptet.
Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir nun noch das soge-
nannte Selektionsproblem. Hierbei geht es darum, in einer Folge (A[l],...,
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A[n]) von paarweise verschiedenen Zahlen den k-te kleinsten Wert zu ermit-
teln. Eine Moglichkeit dies zu erreichen, ware die Folge zunachst zu sortie-
ren und dann das k-te Element der sortierten Folge auszugeben. Da wir in
Zeit O(nlogn) sortieren kénnen, konnen wir das Selektionsproblem also si-
cherlich ebenfalls in Zeit O(nlogn) l6sen. Der QUICKSELECT-Algorithmus,
den wir nun vorstellen werden, ist aber noch etwas schneller: mit ihm kon-
nen wir das Problem in erwartet O(n) Schritten 16sen.

QUICKSELECT(A, {, 1, k)

1. p « Uniform({¢,¢+1,...,7}) > wahle Pivotelement zufallig
2: t « PARTITION(A,{,7,p)

3: if t=L0+k—1 then

4: return Alt] > gesuchtes Element ist gefunden
5: else if t > {+ k — 1 then

6 return QUICKSELECT (A, {,t —1,k) > gesuchtes Element ist links
7. else

8 return QUICKSELECT(A,t+ 1,7,k —t) > gesuchtes Element ist rechts

Die Korrektheit des Algorithmus ist leicht einzusehen (Ubung!). Wie
aber steht es um die erwartete Laufzeit? Wenn wir QUICKSELECT (A, 1,1, k)
ausfiihren, dann fiihrt das zu einer zufalligen Zahl N an Aufrufen der Form
PARTITION(A, {;, 1, p) fiir eine (ebenfalls zufdllige) Folge

(€0>r0ak0)) (€2>r2)k2)> ey (eNarN)kN)>

mit (£, 1o, ko) = (1,1, k). Hierbei ist immer entweder (i 1,71i,1) = (&, t—1)
oder (i 1,7i41) = (t+ 1,1;), wobei t eine auf {{;,...,r;} gleichverteilte Va-
riable ist (weil die Element von A paarweise verschieden sind). Die Laufzeit
bei einem Aufruf von QUICKSELECT(A, 1,n,k), gemessen an der Zahl an
Vergleichen von Elementen in A, ist nun

N
T= Z(Ti — &),
i=1

weil jeder Aufruf PARTITION(A, {;, Ti,p) genau 1; — {; Vergleiche braucht.
Wir definieren nun Nj als die Anzahl der Aufrufe von QUICKSELECT fiir
die (3/4)n <1y — {4+ 1< (3/4)~'n gilt. Dann gilt sicherlich

T<Y Nj-(3/4)'n
j=1
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und wegen der Linearitat des Erwartungswertes somit
Z - (3/4)~

Was konnen wir nun iiber E[N;] sagen? Dazu iiberlegen wir uns, dass die
Anzahl der zu betrachtenden Elemente sicherlich immer dann von r;—4{; +1
auf hochstens 4(rl €; + 1) reduziert wird, wenn wir als Pivot-Element
eines der mittleren 1 5(ri—{;+1) Elemente wéhlen. Mit anderen Worten: bei
jeder Wahl eines Plvot Elementes haben wir eine Wahrscheinlichkeit von
mindestens 1/2, dass die Anzahl Elemente um mindestens einen Faktor 3/4
reduziert wird. Also gilt E[N;] < 2 fiir alle j > 1 und somit

<) (3/4)7 =
j=1

Die erwartete Laufzeit von QUICKSELECT(A,1,n,k) ist also in der Tat
linear, wie oben behauptet.

2.8.3 Primzahltest

In der Kryptographie benotigt man oft sehr grosse Primzahlen. So erfordert
zum Beispiel die Generierung eines RSA-Schliisselpaares die Wahl zweier
Primzahlen mit mehreren Tausend Bits. Solche Primzahlen generiert man
iiblicherweise, indem man zufallig eine Zahl der gegebenen Lange auswahlt,
und dann lberpriift, ob diese tatsachlich prim ist — und die Prozedur, wenn
notig, so lange wiederholt, bis eine Primzahl gefunden ist.

Wir wenden uns nun also dem Problem zu, fiir eine gegebene Zahl n zu
iberpriifen, ob sie prim ist. Eine naheliegende Methode, dies zu iiberpriifen,
ist alle moglichen Teiler bis y/n durchzuprobieren. Dieser Algorithmus ist
bei Zahlen mit mehreren Tausend Bits allerdings extrem ineffizient. Wir
wollen stattdessen einen Algorithmus, dessen Laufzeit polynomiell in der
Lange der Eingabe ist, also polynomiell in Inn.

Es gibt mittlerweile deterministische Algorithmen, die in polynomiel-
ler Zeit iiberpriifen, ob die Zahl n prim ist, so zum Beispiel den AKS-
PRIMZAHLTEST. In der Praxis verwendet man aber ausschliesslich rando-
misierte Algorithmen, und zwar aus zwei Griinden: Einerseits sind diese
Algorithmen immer noch weitaus effizienter, andererseits sind sie viel ein-
facher zu implementieren.
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Im Folgenden wollen wir die wichtigsten Ideen hinter solch randomi-
sierten Primzahltests vorstellen. Sei n die Zahl, von der wir wissen wollen,
ob sie prim ist. Eine einfache Idee fiir einen randomisierten Primzahltest
wére, eine zufallige Zahl a € {2,...,4/n} zu wahlen, und zu schauen, ob a
ein Teiler von n ist (oder, was ein bisschen cleverer ist, zu schauen, ob der
ggT von a und n grosser als 1 ist, was mit dem Euklidschen Algorithmus
ebenfalls leicht machbar ist). Ist dies der Fall, so ist n sicher nicht prim -
wir konnen die Zahl a also als Zertifikat dafiir ansehen, dass n zusammen-
gesetzt ist. Leider ist die Erfolgswahrscheinlichkeit fiir diesen Algorithmus
sehr klein, wenn n eine zusammengesetzte Zahl mit nur wenigen Primfak-
toren ist. Ist zum Beispiel n = pq fiir zwei dhnlich grosse Primzahlen p und
q, so erkennt der Algorithmus dies nur mit Wahrscheinlichkeit O(1/y/n),
und um die Fehlerwahrscheinlichkeit geniigend zu reduzieren, waren etwa
v/n Wiederholungen notig — das ist nicht besser als die deterministische
Brute-Force-Losung.

Jeder randomisierte Primzahltest muss dieses Problem irgendwie um-
gehen. Fast alle benutzen dafiir folgendes Resultat der elementaren Zah-
lentheorie (bekannt aus der Vorlesung Diskrete Mathematik).

Satz 2.77 (Kleiner fermatscher Satz). Ist n € N prim, so gilt fiir alle
Zahlen0<a<mn

a"'=1 modn.

Falls wir fiir ein gegebenes n also eine Zahl 1 < a < n mit der Eigen-
schaft a™' # 1 (mod n) finden, so ist n sicher nicht prim — ein solches a
ist also ebenfalls ein Zertifikat dafiir, dass n zusammengesetzt ist. Hierbei
ist es noch wichtig, dass wir a™ ' mod n auch effizient berechnen kénnen.
Dies konnen wir mit der Methode der binaren Exponentiation tun. Ge-
nauer: hat die Zahl k Bits, so kann die Berechnung von a™ ' mod n in
Zeit O(k3) ausgefiihrt werden. Wie dies geht haben Sie in der Vorlesung
Diskrete Mathematik im letzten Semester gesehen.

Nun gibt es zusammengesetzte Zahlen n, die sogenannten Carmzichael-
Zahlen, die die Eigenschaft haben, dass a™' = 1 (mod n) fiir alle mit n
teilerfremde Zahlen a gilt (die kleinste Carmichael-Zahl ist 561 = 3-11-17).
F'iir solche Zahlen n liefert Satz 2.77 also keine Zertifikate, die wir nicht auch
durch Ausrechnen des ggT von a und n finden wiirden. Solche Carmichael-
Zahlen sind eher selten, aber es gibt davon unendlich viele, und um einen
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effizienten randomisierten Primzahltest zu erhalten, miissen wir unsere Idee
eines Zertifikats daher noch ein bisschen verbessern.

Die Idee, die wir dazu benutzen, ist folgende: Wenn n eine Primzahl
ist, dann bilden die Zahlen 0 < a < n beziiglich der Addition und Multi-
plikation Modulo n bekanntlich einen Korper (siehe die Vorlesung Diskrete
Mathematik). Das heisst insbesondere, dass die Kongruenz x> = 1 (mod n)
fiir 0 < x < n genau die zwei Losungen x = 1 und x = n — 1 hat.

Diese Idee konnen wir mit der vorherigen Idee kombinieren. Dazu schrei-
ben wir zuerst n — 1 = d2*, wobei d ungerade ist. Ist n prim, dann
muss nach Satz 2.77 fiir jedes beliebige a € {1,...,n — 1} gelten: a™' =
(a2 = 1 (mod n). Dann ist aber wegen der vorhergehenden Beobach-

tung entweder (a®)?" ' =1 (mod n) oder (a®)* ' =n—1 (mod n). Durch
Iterieren sieht man leicht: entweder gilt fiir alle 0 < 1 < k die Kon-
gruenz (a%)? = 1 (mod n), oder aber es gibt ein 0 < i < k — 1 mit

(ad)2i = n — 1 (mod n). Sind beide Bedingungen verletzt, so sagen wir,
dass a ein Zertifikat fiir die Zusammengesetztheit von n ist.

Der folgende Algorithmus folgt genau dieser Idee: er wahlt eine zufallige
Zahl a € {2,3,...,n—1} und schaut, ob a ein Zertifikat flir die Zusammen-
gesetztheit von n ist.

MILLER-RABIN-PRIMZAHLTEST(n)

1: if n = 2 then

2 return ‘Primzahl’

3: else if n gerade oder n =1 then

4: return ‘keine Primzahl’

5: Wahle a € {2,3,...,n — 1} zuféllig und
6

7

8

9

. berechne k,d € Z mit n — 1 = d2* und d ungerade.
: X « a% (mod mn)
cif x=T1Tor x=n—1 then
: return ‘Primzahl’
10: repeat k — 1 mal

11: X ¢ x* (mod n)

12: if x =1 then

13: return ‘keine Primzahl’
14: if x=n—1 then

15: return ‘Primzahl’

16: return ‘keine Primzahl’
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Die Laufzeit dieses Algorithmus ist in O(lnn). Ist n prim, so gibt der
Algorithmus immer die Antwort ‘Primzahl’. Falls n zusammengesetzt ist, so
gibt der Algorithmus die Antwort ‘keine Primzahl’ mit Wahrscheinlichkeit
mindestens 3/4.2> Wir konnen die Fehlerwahrscheinlichkeit mit Satz 2.74
beliebig klein machen.

2.8.4 Target-Shooting

In diesem Abschnitt betrachten wir folgendes Problem: Gegeben eine Men-
ge U und eine Untermenge S C U unbekannter Grosse, wie gross ist der
Quotient |S|/|U|? Wir nehmen an, dass wir fiir S die Indikatorfunktion
Is: U — {0, 1} haben, sodass Is(u) = 1 genau dann gilt, wenn u € S.

Wir betrachten nun folgenden Algorithmus zur Schatzung von |S|/|U:
Fiir eine geeignete Wahl von N > 0, widhle N Elemente aus U zufillig (d.h.
unabhdngig und gleichverteilt), und gebe das Verhaltnis der gefundenen
Elemente in S zu N aus. Man bezeichnet dieses Prinzip auch als TARGET-
SHOOTING.

TARGET-SHOOTING
1: Wahle uy,...,uy € U zufallig, gleichverteilt und unabhangig
2: return N7+ SN Ts(wy)

i=1

Dieser Algorithmus beruht auf zwei Annahmen: Erstens muss die In-
dikatorfunktion Is effizient berechenbar sein, das heisst, fiir ein Element
u € U miissen wir schnell entscheiden konnen, ob u € S ist oder nicht.
Zweitens brauchen wir eine effiziente Prozedur, die uns ein uniform zufal-
liges Element aus U gibt.

Beispiel 2.78. Sei U = [—1,1]% und sei S = {(x,y) € R? | x* +y? < 1}. Dann ist bekanntlich
7 = 4{S|/|U].

Es ist moglich, effizient ein zufilliges Paar (x,y) € [—1,1]? zu wihlen und darauf zu
iiberpriifen, ob es in S liegt (wobei wir vernachlissigen, dass wir uns wegen der endlichen
Prizision auf Fliesskommazahlen beschrinken miissen). Wir kdnnen also versuchen, die
Zahl 7 mittels Target-Shooting zu approximieren.

3Rabin, Michael O., Probabilistic algorithm for testing primality, Journal of Number
Theory, 12 (1) (1980) 128-138.
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Wir wollen den Target-Shooting-Algorithmus genauer analysieren. Sei
dazu fiir i € [N]
Yi = IS (ui).

Nun sind wegen der unabhangigen und uniformen Wahl der u; die Variablen
Yi,..., YN unabhidngige Bernoulli-Variablen mit Pr[Y; = 1] = |S|/[U]| fiir
jedes i =1,...,N. Fiir die Zufallsvariable

1T & 1 &
Y = N;YiZNZIS(Ui)

i=1

erhalten wir demnach E[Y] = |S|/|U|, unabhingig von der Wahl von N. Die

Varianz ,
T [IS] <IS!>
VarlYl = = | 7 — | 7=
N <|u| ul

ist ihrerseits durchaus abhangig von N: Sie ist streng monoton fallend in
N. Wir erwarten also fiir grosse N, dass die Ausgabe des Algorithmus mit
grosser Wahrscheinlichkeit sehr nah an |S|/|U| ist. Im Folgenden wollen wir
dies genauer untersuchen.

Sei ¢ > 0 beliebig klein. Wie gross muss N sein, damit der Algo-
rithmus mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1/2 eine Antwort im Intervall
[(1T—¢&)IS|/IU], (1 + €)|S|/|U]] ausgibt? Sicherlich muss N von ¢ abhingen.
Andererseits hangt N auch von |S| und |U| ab. Wir betrachten dazu zwei
extreme Falle. Ist U eine sehr grosse endliche Menge und [S| = 1, dann
suchen wir sozusagen die Nadel im Heuhaufen: Die Abweichung |Y — E[Y]]
kann nur kleiner als ¢E[Y] sein, wenn Y > 0 ist, d.h. wenn wir mindestens
einmal das Element in S auswahlen. Damit dies mit Wahrscheinlichkeit
mindestens 1/2 geschieht, miissen wir augenscheinlich etwa N = Q(|U|)
Versuche machen. Ein anderer extremer Fall tritt ein, wenn [S| = [U| — 1
ist. In diesem Fall besteht unser Heuhaufen fast nur aus Nadeln, und es
gilt Pr[|Y — E[Y]| < ¢E[Y]] > 1/2 schon nach einer konstanten Anzahl an
Versuchen. Es scheint also, dass N nur von dem Quotienten |S|/|U| abhéngt,
und zwar miissen wir N grosser wahlen, je kleiner dieser Quotient ist. Dies
zeigen wir in folgendem Satz:

Satz 2.79. Seien 6,e¢ > 0. Falls N > 3% - £72.1n(2/8), so ist die

Ausgabe des Algorithmus TARGET-SHOOTING mit Wahrscheinlichkeit
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mindestens 1 — & im Intervall [(1 — 5)%, (1+ 5)%]_

Beweis. Wegen E[Y] = |S|/|U| reicht es zu zeigen, dass
Pr|[Y —E[V]| > ¢ -E[Y]] <&

gilt. Schreiben wir Z := ZL Y; = NY, ist dies dquivalent zu
Pr||Z —E[Z]| > ¢ - E[Z] <.

Da die Y; unabhangige Bernoulli-Variablen sind, konnen wir die Chernoff-
Schranken benutzen. Mit Satz 2.70 (i) und (ii) folgt

Pr[|Z — EIZ]| > ¢ - E[Z]] < 2e <&/ = g "NS/GM,

Nun ist wegen der Wahl N = 3% - ¢72.1n(2/8) diese Wahrscheinlichkeit

hochstens 6. O]

Beispiel 2.78 (Fortsetzung) Wir wollen 7t mit 99%iger Wahrscheinlichkeit bis auf die 10te
Nachkommastelle genau bestimmen. Wir wahlen dazu also & = 0.01 und ¢ = 10~'° und
sehen, dass wir nach Satz 2.79 mindestens N = 371! - 102° - In 200 viele Versuche machen
sollen! Es gibt durchaus bessere Methoden, 7t zu approximieren.

2.8.5 Finden von Duplikaten

In diesem Abschnitt betrachten wir verschiedene Losungsverfahren fiir
folgendes Problem: Gegeben ein Datensatz S := {s1,...sn}, finde Duplikate,
d.h. finde ein bzw. alle Paare 1 < i <j < n mit s; = s;. Wenn die Datensat-
ze zum Beispiel in einem Array gespeichert sind und wir dieses verandern
diirfen, so konnten wir das Problem dadurch 10sen, dass wir das Array sor-
tieren und dann aufeinanderfolgende Elemente auf Gleichheit vergleichen.
In diesem Abschnitt gehen wir jedoch davon aus, dass wir zwar Zugriff auf
den Datensatz haben, wir diesen aber nicht verandern diirfen. Solch eine
Annahme ist beispielsweise dann sinnvoll, wenn jeder einzelne Datensatz s;
sehr gross ist und ein Umsortieren daher mit sehr vielen zeitaufwandigen
Speicherzugriffen verbunden ware.

Wir 16sen dieses Problem auf zwei Arten, jeweils unter Verwendung von
Hashfunktionen. Dafiir erinnern wir uns zunachst, was eine Hashfunktion
ist. Gilt S C U, d.h. unser Datensatz ist eine Teilmenge eines sogenannten
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Unwersums U, so ist eine Hashfunktion eine Abbildung h : U — [m],
wobei [m] ={1,..., m} und m die Anzahl der zusatzlich verfiigbaren Spei-
cherzellen ist. Wie iiblich gehen wir dabei davon aus, dass die Hashfunkti-
on h zum einen effizient berechenbar ist und zum anderen die Elemente
zufdllig verteilt, also fiir jedes Element u € U gilt: Prlh(u) = 1] = 1/m,
fiir alle i € [m], wie dies beispielsweise der Fall ist, wenn wir h zuféllig aus
einer universellen Hashfamilie wahlen.

Mit solch einer Hashfunktion konnen wir unser Problem dann zum
Beispiel mit einer Hashmap losen. In dieser speichern wir die Elemente
(h(sy),1) fiir alle i € {1,...,n} und sortieren die Elemente dann beziiglich
der ersten Koordinate. Anschliessend miissen wir dann nur noch diejenigen
Datensatze auf Gleichheit vergleichen, die identische Eintrage in der ersten
Koordinate haben. Um die Giite dieses Verfahrens abzuschatzen, miissen
wir die erwartete Anzahl Kollisionen bestimmen. Dieser Erwartungswert
setzt sich zusammen aus der Anzahl tatsachlicher Duplikate zuziiglich der
Anzahl der unbeabsichtigten Kollisionen. Um letztere abzuschatzen, defi-
nieren wir fiir jeden Datensatz s; eine Indikatorvariable X;, die genau dann
Eins ist, wenn es eine Kollision mit einem Datensatz s; mit s; # s; gibt.
Um Pr[X; = 1] abzuschétzen, gehen wir wie folgt vor. Nach Annahme an
die Hashfunktion wird jeder Datensatz s; # s; auf einen zufélligen Wert
aus [m] abgebildet. Daher gilt:

PriX;=1=1-(1 _nll)n_]

und somit

E[Anzahl Kollisionen] < Anzahl Duplikate + Z E[X;]
i=1

< Angzahl Duplikate + n - (1 — (1 — 1L)™"),

m

Wenn wir daher m so wahlen, dass 1 — (1 — ]E)TH = O(1/n) gilt, so er-
warten wir nur konstant viele zusatzliche Kollisionen. Dies ist zum Beispiel
dann der Fall, wenn wir m = n? setzen. In diesem Fall kénnen wir daher
alle Kollisionen nach Sortieren der Hashmap durch O(Anzahl Duplikate)
Vergleiche der Datensatze bestimmen. Diese Losung unseres Problems be-
nétigt O(n(logn+1logm)) = O(nlogn) zusdtzlichen Speicher (fiir das Ab-
speichern der Hashmap) und Laufzeit ®(nlogn) (fir das Sortieren der
Hashmap).
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Eine Alternative zur Hashmap sind sogenannte Bloomfilter, die immer
dann zum Einsatz kommen, wenn n sehr gross ist und man sich daher die
zusatzlichen logarithmischen Faktoren bei Speicher und Laufzeit einsparen
mochte. Grundlegende Idee ist hier, nicht nur eine, sondern k viele Hash-
funktionen hy,...,h, : U — [m] zu verwenden. Als Speicher M verwenden
wir m Bits, die wir zu Beginn alle auf Null setzen. Zusatzlich initialisie-
ren wir eine Liste £ von mdglichen Wiederholungen mit £ := 0: i € [n]
heisst Wiederholung in S falls s; € {sy,...,s;_1}. Fiir jeden Datensatz s;,
1 <1< n, gehen wir dann wie folgt vor:

(1) Berechne (x1,...,xx) := (hi(si), ..., he(si)),

(2) gilt (Mxq],...,Mxi]) = (1,...,1), so fligen wir i zu £ hinzu, anson-
sten setzen wir (M[xq],...,M[xi]) = (1,...,1).

Man kann sich leicht iiberlegen, dass tatsachlich jede Wiederholung in £
landet, wir aber auch falsche Eintrage machen. Nachdem wir alle Datensat-
ze s; auf diese Weise behandelt haben, gehen wir nochmals alle Datensatze
si durch und priifen, ob s; = s; fiir ein j € £, j # i, gilt. Unser Ziel ist es
m und k so zu wahlen, dass £ mit hoher Wahrscheinlichkeit nur wenige
Elemente enthalt, sodass sich dann auch dieser zweite Durchlauf effizient
durchfiihren lasst.

Um die Giite dieses Verfahrens abzuschatzen, miissen wir ahnlich zu
vorhin die erwartete Lange der Liste £ bestimmen. Dieser Erwartungs-
wert setzt sich zusammen aus der Anzahl tatsachlicher Wiederholungen
zuziiglich der sogenannten “false positives”, nennen wir sie falsche L-
Ewntrdge. Dies sind Elemente i € L, fiir die beim Abarbeiten von s; bereits
M[h;(s;)] =1 fiir alle T <j < k gilt, obwohl s; noch nicht in (sy,...,si_1)
aufgetreten ist. Um die Anzahl der falschen £-Eintrage abzuschatzen, defi-
nieren wir wieder fiir jeden Datensatz s; eine Indikatorvariable X;, die genau
dann Eins ist, wenn M[h;(s;)] =1 fiir alle 1 <j < k gilt. Um Pr[X; = 1]
abzuschatzen, iiberlegen wir uns zunachst, was die Wahrscheinlichkeit ist,
dass ein Bit M[x] noch Null ist, nachdem wir alle von s; verschiedenen n—1
Datensétze s; eingefligt haben. Hierfiir miissen wir genau n — 1 mal k viele
Hashfunktionen auswerten — und jede von ihnen schreibt mit Wahrschein-
lichkeit 1/m eine Eins an die Stelle M[x]. Daher gilt:

Pr[M[x] = 0] < (1 — )<V

m
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und wir erhalten
Pr[X; = 1] = Pr[M[h;(s;)] = 1 fiir alle 1 <j < k] < (1— (1 — L))k,

Obige Ungleichung gilt streng genommen nur, wenn die einzelnen Bits M [x]
unabhangig voneinander Eins waren. Dies sind sie aber nicht. Denn wenn
eine Hashfunktion fiir einen Datensatz s; an der Stelle x eine Eins schreibt,
dann kann diese Hashfunktion nicht auch noch an der Stelle x’ # x eine Eins
schreiben. Man kann zeigen, dass aus dieser Eigenschaft (man sagt hierzu
auch: die Bits M[x] sind negativ korreliert) folgt, dass die Ungleichheit
in obiger Abschatzung trotz fehlender Unabhangigkeit dennoch gilt. Somit
erhalten wir dann:

E[#falsche L-Eintrage] < » E[X]]
< n- (1= (1= L)k,

Wenn wir daher k und m so wihlen, dass (1 — (1 — -)"")* = O(1/n)
gilt, so erwarten wir nur konstant viele “false positives”. Etwas Rechnung
zeigt, dass wir fiir k = lnn bereits fiir m = nlaon nur konstant viele
“false positives” erwarten. Das folgende Beispiel verdeutlicht den Vorteil
der Bloomfilter gegeniiber der Hashmap fiir eine konkrete Anwendung.
Beispiel 2.80. Wir nehmen an, dass unser Datensatz aus n = 107 Eintrigen besteht und
nur ein einziges Duplikat enthalt. Dieses mochten wir effizient bestimmen. Verwenden wir
eine Hashmap, so kénnen wir die erwartete Anzahl Kollisionen durch n - (1 — 1/m)™"!
abschitzen. Um diesen Wert fiir n = 10”7 auf Eins zu reduzieren miissen wir m ~ 10'#
wahlen. Da jeder Eintrag in der Hashmap aus [log, n] + [log, m] vielen Bits besteht,
bendtigen wir daher etwa 7.1 - 102 viele Bits. Wahlen wir stattdessen einen Bloomfilter
mit k = [Inn], so bendtigen wir lediglich m = 3.5 - 102 viele Bits an Speicher, um die
erwartete Anzahl Kollisionen ebenfalls auf 1 zu reduzieren. Beachte: die Laufzeit ist beim
Bloomfilter dann, wie auch wie auch bei der Hashmap, 0(nlogn), da wir pro Datensatz
k = O(logn) viele Hashfunktionen auswerten miissen. Wollen wir die Laufzeit auf O(n)
reduzieren, kénnen wir beispielsweise k = 3 wahlen. Der Speicherbedarf ist dann mit etwa
6.4 - 107 jedoch deutlich grosser.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer Variante des Problems, die
zwar in dieser Form keine unmittelbare praktische Bedeutung hat — aber
zeigt, was fiir iiberraschende Dinge man mit einer guten algorithmischen
Herangehensweise erzielen kann. Der Algorithmus den wir hier vorstellen
werden, ein nach Robert Floyd benannter Algorithmus fiir das Auffinden
von Kreisen in gerichteten Graphen, kommt in verschiedenen Varianten in
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ganz unterschiedlichen Bereichen der Informatik zum Einsatz. Wir schauen
uns hier eine idealisierte Version an:

Gegeben ein Array all,...,n], wober ali] € {1,...,n— 1}. Entwerfe Sie
ewnen Algorithmus, der in Laufzeit O(n) zwet Indizes i # j findet mat
ali] = aljl. Der Algorithmus darf daber das Array a nicht verdndern, er
kann aber beliebig oft auf die Elemente al[i] zugreifen. Weiterhin darf
der Algorithmus nur O(1) zusdtzliche Speicherzellen benutzen.

Wir empfehlen dem Leser an dieser Stelle erst einmal nicht weiter zu
lesen, sondern zu versuchen selbst eine Losung zu finden. — Fiir diejenigen,
die jetzt neugierig geworden sind, kommt hier nun die Loésung. Zunachst
formulieren wir die Aufgabenstellung etwas um. Dazu definieren wir uns
einen gerichteten Graphen D = (V, A) wie folgt. Als Knotenmenge wahlen
wir V = [n] und als Kantenmenge A = {(i,ali]) | 1 <1i < n}. Was kénnen
wir liber diesen Graphen sagen? Aus der Definition folgt unmittelbar, dass
jeder Knoten genau eine ausgehende Kante hat. Aus der Aufgabenstellung
folgt zusatzlich, dass der Knoten n keine eingehende Kante hat. Wir be-
trachten jetzt den Subgraphen, den wir erhalten in dem wir ausgehend von
Knoten n immer die ausgehende Kante weiterverfolgen. Da n keine einge-
hende Kante besitzt, besteht dieser Subgraph aus einem Pfad und einem
anschliessenden Kreis. Nehmen wir an, der Pfad besteht aus k > 1 Kanten
und der Kreis aus { > 3 Kanten. Wobei sicherlich k+{ < n gilt. Wir wahlen
nun ein 0 < v < fund s > 1 mit k + r = sf. (Beachte: fiir k < ¢ kdnnen
wir s = 1 wahlen, fiir k > ¢ nehmen wir s = [k/{].) Definieren wir jetzt
eine Folge von Knoten wie folgt: xo := n und x; := a[x;_;] fiir alle i > 1,
so iiberlegt man sich schnell, dass Xy, = X4+ gelten muss. Insbesondere
gibt es also ein 1 < n mit x; = x;;. Ein solches konnen wir mit einem soge-
nannten Hase-und-Igel Ansatz in linearer Zeit unter Verwendung von nur
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drei Variablen berechnen:

igel = a[n]; hase := ala[n]]; i:=1
while (igel # hase)
igel = aligel]; hase := alalhase]]; 1: =1+ 1

Jetzt haben wir also ein 1 < 1 < n mit x; = xy;. Es ist auch nicht schwer,
sich zu iiberlegen, dass i = k + r gelten muss, mit r wie oben definiert.
Daraus folgt dann sehr einfach, dass xx = xi;x gelten muss. Wir konnen
also das k bestimmen in dem wir den Igel weiterlaufen lassen und den
Hasen zuriick auf den Ausgangspunkt n setzen und ihn dieses Mal nur
mit der Geschwindigkeit des Igels laufen lassen. Wenn wir uns dabei noch
die jeweiligen Vorgangerknoten merken, so haben wir die gesuchten Indizes
i # j mit ali] = a[j] gefunden, sobald Hase und Igel wieder auf dem gleichen
Knoten stehen:

hase = n;
while (igel # hase)

1:= igel; j := hase;

igel = aligel]; hase := alhasel;
return i,j

Wir konnen also in der Tat die gesuchten Indizes in linearer Zeit unter
Verwendung von nur vier zusatzlichen Speicherplatzen bestimmen.



Kapitel 3

Algorithmen - Highlights

3.1 Graphenalgorithmen

3.1.1 Lange Pfade

Neben kiirzesten Wegen (oder Pfaden) ist es natiirlich, auch nach einem
langsten Pfad zwischen zwei Knoten in einem Graph zu fragen, oder ein-
fach nach einem langsten Pfad in einem Graph. Wir betrachten hier die
Entscheidungsvariante des Problems.

Das Problem. Gegeben (G,B), G ein Graph und B € N, stelle fest ob
es einen Pfad der Lange B in G gibt. Wir nennen das das LONG-PATH
Problem.

Zur Erinnerung: Ein Pfad der Léange { in einem Graph G = (V, E) ist eine
Folge (v, V1, ..., V) von paarweise verschiedenen Knoten, mit {v; ;,v;} € E
fir i = 1,2,...L. Beachte, dass { + 1 Knoten auf einem Pfad der Lange {
liegen.

Das Problem ist vermutlich schwer

Wir haben schon von einer Theorie (N'P-Vollstdndigkeit) gehort, die ver-
muten lasst, dass es keinen Polynomialzeit-Algorithmus gibt, der entschei-
det, ob in einem gegebenen Graph ein Hamiltonkreis existiert. Wir wollen
nun folgende Aussage zeigen: wenn das Hamiltonkreisproblem schwer ist
(was zumindest plausibel ist), dann ist auch das LONG-PATH Problem
schwer.

165
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Dazu zeigen wir, dass wir fiir jeden Graph G mit n Knoten effizient
einen Graph G’ mit n’ < 2n — 2 Knoten konstruieren konnen, sodass G
einen Hamiltonkreis hat gdw.! G’ einen Pfad der Lange n hat.

Wahle dazu in G einen beliebigen Knoten v aus, entferne erst v und
ersetze die zu v inzidenten Kanten {v, w;}, {v,w,}, .. . {V, W4eg()} durch Kan-
ten {Wi, w1}, {W2, W2}, ...{Waeg(v), Waeg(v)}, WODEL Wi, W3, ..., Waeg(y) DEUE
Knoten sind. Das ist nun der obengenannte Graph G’, offensichtlich mit
(n — 1) + deg(v) < 2n — 2 Knoten; die Knoten Wi, W3, ..., Wqeg(y) haben
alle Grad 1 in G’. Die Behauptung ist nun, dass G einen Hamiltonkreis hat
gdw. G’ einen Pfad der Lange n hat.

(i) Sei (v1,Vv2,V3,...,Vn, V) ein Hamiltonkreis in G. O.B.d.A.2 sei v; = v,
der in unserer Konstruktion entfernte Knoten (,0.B.d.A.“, weil wir jeden
Kreis beim Knoten unserer Wahl in der Darstellung beginnen lassen kon-
nen). Dann ist aber

(V2,V2,V3y .oy Vi, Vi)

ein Pfad der Lange n in G'.

(ii) Sei nun (up,us,...,u,) ein Pfad der Lange n in G'. Man beachte,
dass alle Knoten u;, uy,...,u, ; Grad mindestens Grad 2 in G’ haben, das
miissen also genau die n — 1 iiberlebenden Knoten von G sein, und folglich
sind 1y = W; und u, = Wj zwei verschiedene der neuen Knoten mit Grad
1 in G'. Daher muss u; = w; und u,_; = wj sein und

<V,LL],...,LL,1_1,V>

ist ein Hamiltonkreis in G.
Wir kénnen G’ aus G sicherlich in O(n?) Schritten erzeugen. Es gilt
daher:

Satz 3.1. Falls wir LONG-PATH fiir Graphen mit n Knoten in t(n)
Zeit entscheiden kénnen, dann kénnen wir in t(2n — 2) + O(n?) Zeit
entscheiden, ob ein Graph mit n Knoten einen Hamiltonkreis hat.

Mit anderen Worten: Konnen wir LONG-PATH in polynomieller Zeit
16sen ist, ein Brief an das Clay Mathematics Institute® fillig.

lgenau dann wenn
2Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
3Das Clay Mathematics Institute bietet eine Million US$ fiir einen polynomiellen Al-
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Kurze lange Pfade

In einer biologischen Anwendung geht es genau darum, in einem Graph
lange Pfade zu finden (Knoten sind Proteine und Kanten stellen Wechsel-
wirkungen dar?). Dabei gibt es aber typischerweise im Vergleich zur Grdsse
des Graphs keine wirklich langen Pfade. Wir konnten uns also fragen, ob
das LONG-PATH Problem bei Eingabe (G, B), mit B klein im Vergleich zu
N, immer noch schwer ist oder eventuell in polynomieller Zeit 1osbar ist.

Diese Frage war fiir B = log n einige Zeit offen, bis tatsachlich ein poly-
nomieller Algorithmus mit einer sehr eleganten randomisierten Methode —
Color Coding — gefunden wurde®. Wir wollen dieses Verfahren jetzt ken-
nenlernen.

Hilfsmittel. Als erstes werden wir aber ein paar Notationen und einfache
Hilfsmittel rekapitulieren, damit wir sie spater griftbereit haben, wenn an-
deres unsere Aufmerksamkeit erfordert.

e [n]:={1,2,...,n}; m]*ist die Menge der Folgen iiber [n] der Lange k,

es gilt ‘[n]k‘ =nk, ([E]) ist die Menge der k-elementigen Teilmengen

von [n] und es gilt ‘(T)‘ = (E)
e Fiir jeden Graph G = (V,E) gilt } ., deg(v) = 2[E|.

e Die k Knoten auf einem Pfad der Lange k — 1 kann man mit [k] auf
genau k* Arten farben®, k! dieser Farbungen nutzen jede Farbe genau
einmal; (das ist natiirlich fiir jede Menge von k Knoten so, unabhingig
davon, ob sie einen Pfad bilden).

e Fiir c,n € R*, gilt cl¢™ = nlec, Also, z.B. 2!¢™ = nl*¢? — 11 und

2000gn) — nOU) jst immer polynomiell in n.

gorithmus fiir das Hamiltonkreis Problem, oder fiir einen Beweis, dass dies nicht mdglich
ist (,P vs NP Problem").

4J. Scott, T. Ideker, R.M. Karp, R. Sharan, Efficient algorithms for detecting signaling
pathways in protein interaction networks Proceedings of RECOMB (2005) 1-13; B. Kelley,
R. Sharan, R. Karp, et al.: Conserved pathways within bacteria and yeast as revealed by
global protein network alignment. Proc. Natl. Acad. Sci. USA 100 (2003) 11394-11399.

°N. Alon, R. Yuster, U. Zwick, Color-coding, Journal of the ACM, 42 (4) (1995) 844-
856.

SWir sprechen hier von beliebigen Farbungen (nicht nur in irgendeiner Weise zuléssi-
gen), z.B. konnen alle Knoten gleich gefdrbt werden!
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e Firne Nygilt ) (’I) = 2", eine Anwendung des Binomialsatzes:
2o (?)Xiyn_i = (x+y)"

e Fir n € Ny gilt T‘:—,L > e ", was man leicht der Potenzreihenentwick-
lung der Exponentialfunktion ablesen kann:

e" = Z T > n—| (der Term in der Summe fiir i =n)

e Wiederholt man ein Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p so-
lange, bis man Erfolg hat, dann ist der Erwartungswert der Anzahl
der Versuche % (geometrische Verteilung Geo(p)). Das haben wir u.a.
gerade bei der Diskussion von Monte Carlo Algorithmen wieder gese-
hen.

Bunte Pfade

Wir gehen einen Umweg’ und untersuchen erst eine Variante des Problems.

Dazu betrachten wir einen mit k Farben gefarbten Graphen, d.h. G =
(V, E) mit einer Abbildung y: V — [k]. Ein Pfad in G heisst nun bunt, wenn
alle Knoten auf dem Pfad verschiedene Farben haben. Wir beschreiben nun
einen Algorithmus, der entscheidet, ob es in G einen bunten Pfad der Lange
k—1 gibt (es miissen auf dem Pfad also alle k Farben genau einmal zu finden
sein).

Dazu definieren wir fiir v € V und 1 € N; die Menge

k
Pi(v) := {S € <i [+] ]> ‘3 in v endender genau mit S gefarbter bunter Pfad} ;

P;(v) enthélt also eine Menge S von i+ 1 Farben gdw. es einen bunten Pfad
mit Endknoten v gibt, dessen Farben genau die Farben in S sind. Beachte,
ein solcher Pfad muss immer die Lange genau i haben. Auch muss jedes
S € Pi(v) natiirlich die Farbe y(v) von v enthalten. Kénnen wir die Menge
Py_1(v) fiir jedes v € V berechnen, so ist unser Problem gelost weil

J bunter Pfad der Lange k—1 <= [ J Pri(v) #0.

vev

7Sehr passend beim Thema lange Pfade.
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Offensichtlich gilt Py(v) = {{y(v)}} und

Pi(v) ={{v(x),y(v)} | x € N(v) und y(x) # v(v)}.

Allgemein bekommen wir eine Menge S = R U {y(v)}in P;(v) gdw. wir einen
genau mit R gefdrbten bunten Pfad (der Léange |[R|— 1) zu einem Nachbarn
x von v finden. Das konnen wir als Formel schreiben:

Piv) = J {RU{y(W)}IR€Pii(x) und y(v) € R}

xEN(v)

Als Algorithmus liest sich diese Relation wie folgt:

BunT(G, 1)

1: forallv eV do

2: Pi(\)) — (Z)

3 for all x € N(v) do

4: for all R € P;_4(x) mit y(v) ¢ R do
5 Pi(v) & Pi(v) U{RU{y(v)}}

Wir berechnen also, ausgehend von den Mengen Py(v) (fiir alle v € V),
sukzessive in k — 1 Runden die Mengen P;(v), v € V, bis zu den Mengen
Pr_1(v),veV.

Jede Menge in P;_;(v) hat genau i1 Elemente und wegen P;_;(v) C (“i‘])
gilt sicherlich [Pi_;(v)| < (“) Folglich kénnen wir die i-te Runde (d.h.
BunT(G,1), wo wir die P;’s aus den P; ;’s berechnen) in Zeit

o Taea () 1] =0 ((4) )

veEV

bewaltigen (wobei m die Anzahl der Kanten in G ist; der Faktor ,i* be-
riicksichtigt, dass wir fiir jedes R € P;_;(x) priifen miissen, ob y(v) ¢ R
gilt). Insgesamt, iiber alle k — 1 Runden, ergibt das

5 Ty )
;<i>1m = O(2km).

Hier haben wir erst den Faktor 1 durch k abgeschatzt, dann den Faktor km
herausgehoben, und schliesslich Zl:]] (11‘) < Z]'::O C‘) = 2* abgeschatzt.
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Wir haben es tatsdchlich geschafft fiir k = O(logn) einen polynomiel-
len Algorithmus zu entwerfen und zu analysieren, allerdings nur fiir bunte
Pfade. Wie wenden wir das aber jetzt fiir unser urspriingliches farbloses
LONG-PATH Problem an?

Auf gut Gliick — Zufallsfarbungen

Wir haben also jetzt einen Graph G mit B € N; gegeben und wollen ent-
scheiden, ob es in G einen Pfad der Lange B gibt. Dazu farben wir die
Knoten zufillig mit den Farben [k], wobei k := B + 1, und priifen, ob es
einen bunten Pfad der Lange k — 1 gibt. Natiirlich, wenn es dann einen
bunten Pfad der Lange k — 1 gibt, dann haben wir definitiv einen Pfad der
Lange B = k — 1 und wir kénnen das so behaupten. Andererseits, wenn es
in G einen Pfad der Lange k — 1 gibt, dann konnen wir Gliick haben, ein
solcher Pfad wird bunt gefarbt und unser Algorithmus wird diesen dann
auch finden. Oder wir konnen Pech haben, und kein Pfad der Lange k — 1
wird bunt gefarbt. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass wir Gliick haben?

Zum Zwecke der Analyse nehmen wir an, G enthalt einen Pfad der
Lange k — 1. Sei P ein solcher Pfad. Dann gibt es k* mogliche Farbungen
von P mit k Farben, in k! davon ist der Pfad bunt. Folglich gilt fiir die
Erfolgswahrscheinlichkeit

PErfolg := Pr[d bunter Pfad der Lange k — 1]
|

. k. —k
> Pr[P ist bunt] = o >e
hier setzen wir ein weiteres der bereit gestellten Hilfsmittel ein.
Wir erhalten nun leicht (mit Blick auf die geometrische Verteilung):

Satz 3.2. Sei G ein Graph mit einem Pfad der Lange k — 1.

(1) Eine zuféllige Farbung mit k Farben erzeugt einen bunten Pfad
der Lange k — 1 mit Wahrscheinlichkeit paolg > €.

(2) Bei wiederholten Farbungen mit k Farben ist der Erwartungs-
wert der Anzahl Versuche, bis man einen bunten Pfad der Lange
k — 1 erhalt pE:Tlg < ek,
Wir konnen jetzt leicht einen Monte Carlo Algorithmus bauen, der unser
Problem in polynomieller Zeit 16st. Dazu wahlen wir ein A € R, A > 1, und
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wiederholen unseren Test hochstens P\ek-‘ mal, bis wir eine Bestatigung
haben, dass es einen Pfad der Lange k— 1 gibt. Gelingt dies, antworten wir
JA; scheitern wir in allen Versuchen, antworten wir NEIN.

Satz 3.3.
(1) Der Algorithmus hat eine Laufzeit von O(A(2e)*km).

(2) Antwortet der Algorithmus mit JA, dann hat der Graph einen
Pfad der Lange k — 1.

(3) Hat der Graph einen Pfad der Lénge k — 1, dann ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass der Algorithmus mit NEIN antwortet, hoch-

stens e .

Teil (3) folgt dabei aus der uns bekannten Ungleichung Vx € R: 1+ x < e¥,
denn die Wahrscheinlichkeit, dass der Algorithmus mit NEIN antwortet, ist
(mit x = e™*) hochstens
Aek - Aek
(1 —e’k)[ ] < (e’e k)( ] <e .

Es handelt sich also um einen Monte Carlo Algorithmus, der mit Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 1 — e die korrekte Antwort liefert (mit ein-
seitigem Fehler). Man beachte, dass wir hier das Argument von Satz 2.74
wiederholt haben, bzw. diesen Satz mit ¢ = e und & = e héitten ver-
wenden konnen.

Anmerkungen.

(1) Es gibt eine deterministische Variante, die das Problem fiir B = O(logn) in
Polynomialzeit 16st.

(2) Es gibt eine randomisierte Verbesserung,® die in Zeit O(2%poly(n)) lauft
(statt O((2e)*poly(n)).

(3) Wenn man neben der Existenz eines Pfades der Lénge k — 1 einen solchen
Pfad tatsachlich finden will, so kann man den Algorithmus oben leicht in die
Richtung adaptieren. Man merkt sich dazu einfach zu jedem S € P;i(v) eine

8R. Williams, Finding paths of length k in O*(2¥) time, Information Processing Letters
109:6 (2009) 315-318.
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Realisierung, d.h. einen genau mit S gefdrbten bunten Pfad (up,us,...,w),
u; = v, der Lange 1 nach v.

(4) Das Problem wird einfach in gerichteten azyklischen Graphen: Man gewich-
tet alle Kanten einfach mit -1 und berechnet kiirzeste Pfade (siehe z.B. die
Algorithmen und Datenstruktur-Vorlesung im Herbst).

3.1.2 Fliisse in Netzwerken

Maximale Fliisse in Netzwerken sind ein klassisches Beispiel der Algorith-
mik und Diskreten Mathematik mit zahlreichen Anwendungen in Wissen-
schaft und Praxis, z.B. in der Verkehrsplanung, beim data mining, in der
Bildverarbeitung, etc. Die Berechnung eines maximalen Flusses in einem
Netzwerk ist eines der schwierigsten Probleme, die ,noch“ effizient (in po-
lynomieller Zeit) 16sbar sind. In diesem Abschnitt konzentrieren wir uns
auf die Modellierung des Problems, den Zusammenhang mit dem Problem
minimaler Schnitte sowie zwei Beispielen, wie man andere Probleme mit
Hilfe von Netzwerkfliissen 1osen kann.

Modellierung

Wir stellen uns ein verzweigtes Netzwerk von Rohren unterschiedlicher
Dicke vor, in das man an einer Stelle Fliissigkeit zufiihren kann, die an ei-
ner anderen Stelle entweichen kann. Der Elektrotechniker denkt vielleicht
eher an ein System von Leitungen unterschiedlichen Widerstands, durch
die Strom fliesst. Und der Verkehrsplaner denkt an ein System von Stras-
sen verschiedener Breite, iiber die Verkehr fliesst (es kann auch so etwas wie
Einbahnen geben). Uns interessiert, wie viel Wasser (Strom, Verkehr) pro
Zeiteinheit von einem gegebenen Startpunkt zu einem gegebenen Endpunkt
fliessen kann.
Ein solches System abstrahieren (bzw. modellieren)® wir wie folgt.

Definition 3.4. Ein Netzwerk ist ein Tupel N = (V| A,c,s,t), wobei
gilt:

SWir abstrahieren, um das Problem des Elektrotechnikers, Verkehrsplaners, etc. in
einem Modell 18sen zu kénnen, wir modellieren, um die Probleme exakt (und in einem
falsifizierbaren Kontext) 16sen zu kénnen.
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(V, A) ist ein gerichteter Graph,
s € V, die Quelle (engl.: source),
t € V\ {s}, die Senke (engl.: target), und

c: A — Rj, die Kapazitatsfunktion (engl.: capacity function).

Die Kapazitatsfunktion beschrankt, wie viel durch eine Kante fliessen
kann (und wir sehen, dass wir schon Fluss nur in eine Richtung vorgesehen
haben). Fiir einen Fluss gibt es eine einfache allgemeine Bedingung, die
sich aus der Tatsache ergibt, dass das System abgesehen von Quelle und
Senke abgeschlossen ist und deswegen in einem inneren Knoten weder Fluss
entstehen noch verschwinden kann. In der Elektrotechnik kennt man diese
Eigenschaft als erstes Kirchhoff’sches Gesetz (GusTav ROBERT KIRCH-
HOFF, 1824, Konigsberg, —1887, Berlin): ,,Die Summe der zufliessenden
Strome 1n einem elektrischen Knotenpunkt ist gleich der Summe der
abfliessenden Strome.“

Diese Eigenschaft lassen wir in die Definition des Flusses in einem Netz-
werk eingehen.

Definition 3.5. Gegeben sei ein Netzwerk N = (V, A, ¢, s,t). Ein Fluss
in N ist eine Funktion f: A — R mit den Bedingungen
0< f(e) <c(e) fiir alle e € A, die Zuldssigkeit, und

fiir alle v € V\ {s, t} gilt

Z f(u> \)) = f(") u)

ueV: (u,v)eEA ueV: (vyu)eA
die Flusserhaltung.

Der Wert (engl.: value) eines Flusses f ist durch

val(f) := netoutflow(s) :== >  f(s,u)— Y fu,s)

ueV: (s,u)EA ueV: (u,s)EA

definiert. Wir nennen f ganzzahlig, wenn f(e) € Z Ve € A.

In unserem Modell besagt der Wert eines Flusses also, wie viel Fliissig-
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Cc (¢

Abbildung 3.1: Ein Netzwerk und ein Fluss mit Wert 3 —14+5=7.

keit ,netto” von der Quelle in das System fliesst. Wenn unsere Modellierung
verniinftig ist, sollte folglich dieselbe Menge an Fliissigkeit an der Senke an-
kommen und das System verlassen. Das lasst sich nun auch mathematisch
beweisen (was unsere Modellierung bekréftigt).

Lemma 3.6. Der Nettozufluss der Senke gleicht dem Wert des Flusses,
d.h.

netinflow(t) .= > flu,t)— Y f(t,u) = val(f).

Bewers. Es gilt

0 = vau quv (3.1)

(vu)EA (u,v)EA
— Z Z f(v,u) Z f(u,v) (3.2)
veV \ueV: (vyu)cA uev: (u,v)eEA

=0 fir v¢{s,t}

(e ] (£ee g

Uu)cA ue s)EA

=val(f) = —netinflow(t)
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woraus die Aussage unmittelbar folgt. (Die Summe in (3.2) ist nur eine
Umordnung der Terme in (3.1).) N

Das algorithmische Problem ist nun, fiir ein Netzwerk effizient einen
maximalen Fluss zu berechnen, d.h. einen Fluss grosstmoglichen Werts.
Schon bei der Problemstellung ist Vorsicht geboten, da es nicht klar ist,
dass ein solcher maximaler Fluss existiert: Ahnlich wie das offene Intervall
(0,1) keine grosste Zahl hat, konnte es eine steigende Folge von Werten
von Fliissen geben, deren Grenzwert aber nicht dem Wert eines Flusses
entspricht. Offensichtlich gibt es im Allgemeinen unendlich viele Fliisse und
so ist selbst bei Existenz eines maximalen Flusses dessen Berechenbarkeit
nicht offensichtlich. Und schliesslich ist es nicht klar mit welchem Argument
man belegen sollte, dass ein Fluss maximal ist, selbst wenn man einen
solchen in der Hand haben sollte.

Etwas Licht auf diese Fragen wirft die Betrachtung minimaler Schnitte
in Netzwerken.

Schnitte

Teilt man die Knotenmenge eines Netzwerks in zwei Teile S (mit der Quelle)
und T (mit der Senke), so muss jeder Fluss von s nach t durch Kanten aus
S x T fliessen. Die Kapazitat dieser Kanten sollte also eine Beschrankung
fir einen Fluss im Netzwerk darstellen. Diese Intuition wollen wir nun
modellieren und beweisen.

Definition 3.7. Ein s-t-Schnatt fiir ein Netzwerk (V, A,c,s,t) ist eine
Partition (S, T) von V (d.h. SUT =V und SNT = 0) mit s € S und
t € T. Die Kapazitdt eines s-t-Schnitts (S, T) ist durch

cap(S,T) := Z c(u,w)

(u,w)E(SXT)NA

definiert (siehe Abbildung 3.2).

Lemma 3.8. Ist f ein Fluss und (S, T) ein s-t-Schnitt in einem Netzwerk
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Abbildung 3.2: Schnitt mit Kapazidt 6 +2 + 2 = 10.

(V,A,c,s,t), so gilt
val(f) < cap(S,T) .

Bewezis. Fiir eine Partition (U, W) von V setzen wir

f(U,W) = > fluw) .
(u,w)e(UxW)NA
Nun behaupten wir
(i)

i (i)
val(f) 2 £(S, T) — (T, S) < (S,T) < cap(S,T),

was ja genau die Aussage des Lemmas ergibt. Die Relation (ii) folgt aus
der Nichtnegativitdt des Flusses auf jeder Kante, die Relation (iii) ergibt
sich aus der Beschrankung ,,f(u,w) < c(u,w)“ fiir Fliisse. Fiir den Beweis
von (i) kommt uns die Erfahrung aus dem Beweis zu Lemma 3.6 zugute:

val(f) = ) flssu)— > flu,s)

ueV: (s,u)eA ueV: (u,s)EA
=2 | 2 fvw— ) fww)
veS \ueV: (vu)eA ueVv: (u,v)EA

=0 flir v#s
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In dieser Summe heben sich die Beitrage aller Kanten (u,w) auf, die beide
Endpunkte in S haben. Es bleiben nur die Kanten, die nur ihren Anfangs-
punkt in S haben (und die ihren Fluss positiv beitragen) und die Kanten,
die ihren Endpunkt in S haben (und ihren Fluss negativ beitragen). Daher
konnen wir wie folgt fortsetzen:

= Z flu,w) — Z fu, w)

(uyw)E(SXT)NA (u,w)E(TxS)NA
=f(5,T) — (T, S)

]

Das Problem der Berechnung eines minimalen Schnitts scheint fiirs er-
ste einfacher, als maximale Fliisse zu bestimmen. Jedes Netzwerk hat nur
endlich viele s-t-Schnitte (wenn auch exponentiell viele: 2/V1=2), aber so
ist auf jeden Fall die Existenz eines minimalen Schnitts gesichert und wir
konnen diesen prinzipiell auch berechnen (wenn auch noch nicht klar ist,
wie man das effizient machen sollte). Uberraschenderweise sind die beiden
betrachteten Probleme dquivalent, wie folgende klassische Dualitat zeigt.

Satz 3.9 (,Maxflow-Mincut Theorem"). Jedes Netzwerk N = (V, A, ¢, s, t)
erfiillt

max val(f) = min cap(S,T)
f Fluss in N (S,T) s-t-Schnitt in N

Den Beweis dieses Satzes konnen wir spater nur in abgeschwachter Form
liefern. Er geht Hand in Hand mit der algorithmischen Erschliessung des
Problems.

Augmentierende Pfade

Die Grundidee fast aller Algorithmen ist, mit einem beliebigen Fluss zu
beginnen (f konstant O eignet sich immer), und diesen sukzessive zu verbes-
sern. Dazu ein erster Ansatz. Angenommen, wir finden einen gerichteten
Pfad P von Quelle zu Senke, wo der Fluss auf allen Kanten die Kapazi-
tdt noch nicht erschopft hat, d.h. f(e) < c(e) fiir alle e auf P. Sei nun
0 := mincpc(e) — f(e). Wenn wir nun auf allen Kanten auf P den Fluss
um & erhohen, verletzen wir an keiner Stelle die Flusseigenschaft, und der
Wert des Flusses hat sich um & erhoht.
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So weit, so gut. Allerdings gibt es Fliisse, die sich nach diesem Schema
nicht verbessern lassen, obwohl sie nicht optimal sind. Man kann nam-
lich die Erhohung eines Flusses an einer eingehenden Kante eines Knotens
nicht nur durch Erhchung des Flusses an einer ausgehenden Kante kom-
pensieren, sondern auch durch Verringerung des Flusses an einer anderen
eingehenden Kante. In diesem Sinne kann man nun Pfade von Quelle zu
Senke betrachten, auf denen Kanten vorwarts und riickwarts gerichtet sein
konnen. Nehmen wir an, dass wir auf jeder vorwarts gerichteten Kante den
Fluss um 6 erhohen konnen, ohne die Zulassigkeit zu verletzen, und auf je-
der riickwarts gerichteten Kante den Fluss um 0 verkleinern konnen, ohne
dass dieser negativ wird. Dann konnen wir entlang dieses Pfades den Fluss
entsprechend modifizieren, ohne die Flusserhaltung zu verletzen. Verbessert
man einen Fluss sukzessive mittels solcher sogenannter augmentierender
Pfade, so kann man nur in maximalen Fliissen stecken bleiben (was man
beweisen muss).

Das heisst aber nicht, dass man so einen maximalen Fluss in endlich
vielen Schritten erreicht (dies gilt interessanterweise nur, wenn die Kapa-
zitdten rational sind).

Das Restnetzwerk

Unser nachstes Ziel ist es nun, die Idee der augmentierenden Pfade algo-
rithmisch konkreter zu fassen und einen ersten einfachen Algorithmus zur
Berechnung eines maximalen Flusses zu beschreiben. Dazu machen wir eine
vereinfachende Annahme: Wir beschranken uns auf Netzwerke ohne ent-
gegen gerichtete Kanten, d.h. zwischen zwei Knoten gibt es nie zugleich
die beiden Kanten beider Richtungen. Dies dient hier nur zur Vereinfa-
chung der Darstellung, man kann das auf verschiedene Arten umgehen,
ohne schlechtere Ergebnisse zu bekommen.

Die folgende Definition beschreibt fiir ein Netzwerk mit Fluss f, was
relativ zu f der verbleibende Spielraum an einer Kante e ist, d.h. wie viel
mehr oder weniger (als f(e)) Fluss man durch diese Kante schicken kann.
Dabei bezeichnen wir fiir eine Kante e = (u,v) die entgegen gerichtete
Kante (v, u) mit e°PP,

Definition 3.10. Sei N = (V, A,c,s,t) ein Netzwerk ohne entgegen ge-



KAPITEL 3. ALGORITHMEN - HIGHLIGHTS

34

a

b

c

[6]
\ c
152

2
7
t
6/
1

a

179

>
/
s 1
\

c

Abbildung 3.3: Augmentierende Pfade, der rechte mit riickwarts gerichteter

Kante.
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richtete Kanten und sei f ein Fluss in N. Das Restnetzwerk N; :=
(V, Ag, 1s, 8, t) ist wie folgt definiert:

(1) Ist e € A mit f(e) < c(e), dann ist e auch eine Kante in A, mit
T¢(e) :=c(e) —f(e).

(2) Ist e € A mit f(e) > 0, dann ist e°"P in Ay, mit r¢(e°PP) = f(e).
(3) Nur Kanten wie in (1) und (2) beschrieben finden sich in Ay.

r¢(e), e € A¢, nennen wir die Restkapazitdt der Kante e.

Wir bemerken, dass wir zwar annehmen, dass es in N keine entgegen gerich-
teten Kanten gibt, diese dann im Restnetzwerk typischerweise sehr wohl
auftreten werden; konkret existiert fiir eine Kante e € A sowohl e als auch
e°PP in A¢, ausser f(e) € {0,c(e)}, und dann gilt r¢(e) + r¢(e°"P) = c(e). Die
Restkapazitaten aller Kanten in A; sind strikt positiv.

Satz 3.11. Ein Fluss f in einem Netzwerk N ist ein maximaler Fluss
gdw. es im Restnetzwerk N; keinen gerichteten Pfad von der Quelle
s zur Senke t gibt. Fiir jeden solchen maximalen Fluss gibt es einen
s-t-Schnitt (S, T) mit val(f) = cap(S,T).

Beweis. Sei N = (V, A, c,s,t). Angenommen, es gibt einen s-t-Pfad P in Ny
mit ¢ der kleinsten auf diesem Pfad auftretenden Restkapazitdt (es gilt also
¢ > 0). Dann koénnen wir den Fluss f zu einem Fluss f' wie folgt erhohen.

f(e) +¢ e auf P,
f'(e) =< f(e) —¢e €°PP auf P, und
f(e) sonst.

Auf diese Weise kann f’ nie negativ werden und respektiert immer die
Kapazitatsgrenzen. Auch addieren oder substrahieren wir an jedem inneren
Knoten den gleichen Wert ¢ vom Fluss f, so gilt auch die Flusserhaltung
weiter. Wir haben so einen neuen Fluss f’ mit val(f’) = val(f) + ¢ und f
kann also kein maximaler Fluss gewesen sein.

Nun gehen wir davon aus, dass N keinen Pfad von s nach t erlaubt; wir
zeigen, dass es dann einen s-t-Schnitt (S, T) mit cap(S, T) = val(f) gibt. Da
wir schon wissen (Lemma 3.8), dass kein Fluss die Kapazitdt eines Schnitts
iubersteigen kann, muss dann der Fluss f maximal sein.
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Sei S die Menge der in (V, Af) von s aus auf gerichteten Pfaden erreich-
baren Knoten und sei T := V' \ S. Es gilt s € S, und nach Annahme t ¢ S,
d.h. (S, T) ist ein s-t-Schnitt. Ist e = (u,v) € A, mit u € Sund v € S, dann
gibt es keine Kante in A; von u nach v, was ja heisst, dass f(e) = c(e). Ist
e=(v,u) € A,mit ue Sund v &S, dann gibt es keine Kante in A; von u
nach v, was ja heisst, dass f(e) = 0, sonst wére (u,v) eine Kante im Rest-
netzwerk und wir konnten iiber u € S auch v erreichen. Zusammenfassend,
es gilt f(S,T) = cap(S) und f(T;S) = 0. Es folgt (siehe (i) im Beweis von
Lemma 3.8)

val(f) = (S, T) — f(T,S) = cap(S, T) — 0 = cap(S, T) .

Algorithmen

Wie bereits besprochen, liegt nun ein algorithmischer Ansatz auf der Hand:
Suche mit Hilfe des Restnetzwerks augmentierende Pfade, solange es solche
gibt.

ForD-FULKERSON(V, A, ¢, s, t)

1. f«0 > Fluss konstant 0
2: while 3 s-t-Pfad P in (V, A¢) do > augmentierender Pfad
3: Erhohe den Fluss entlang P > wie in Beweis zu Satz 3.11
4: return f > maximaler Fluss

Man ist versucht, zu behaupten, dass der Algorithmus nun laut Satz 3.11
unser Problem 1ost. Allerdings haben wir nicht sichergestellt, dass der Al-
gorithmus jemals zum Ende kommt. Es ist tatsachlich moglich, dass der
Algorithmus bei irrationalen Kapazitaten nicht terminiert. Andererseits ist
das bei ganzzahligen Kapazitaten nicht moglich: In jedem Schritt erhohen
wir in diesem Fall den Wert des Flusses um einen ganzzahligen Wert, und da
der Wert des Flusses nach oben beschrankt ist (z.B. durch cap({s}, V\{s})),
ist eine Ende sichergestellt.

In einem ganzzahligen Netzwerk (ohne entgegen gerichtete Kanten) sei
U € N eine obere Schranke fiir die auftretenden Kapazitaten, sei n die
Anzahl der Knoten und m die Anzahl der Kanten. Dann sieht man leicht,
dass kein Fluss Wert gosser als nlU haben kann (val(f) < cap({s}, V\{s}) <
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nU) , d.h. der Ford-Fulkerson terminiert nach hdchstens nU Runden. In
einer Runde miissen wir das Restnetzwerk!® konstruieren und einen Pfad
von Quelle zu Senke suchen, das kénnen wir in O(m) Zeit erledigen.

Satz 3.12. Sind in einem Netzwerk ohne entgegen gerichtete Kanten
alle Kapazitaten ganzzahlig und hochstens U, so gibt es einen ganz-
zahligen maximalen Fluss, der in Zeit O(mnlU) berechnet werden
kann (m ist die Anzahl Kanten, n die Anzahl Knoten im Netzwerk).

Man beachte, dass wir jetzt tatsdchlich (und erst jetzt!) das Maxflow-
Mincut Theorem (Satz 3.9)

I(f) = i
f Pl N 2 (f) (S,T) -t Behnitt in N cap($, T)
flir Netzwerke ohne entgegen gesetzte Kanten und ganzzahligen Kapazita-
ten bewiesen haben.

e Lemma 3.8 zeigt, dass val(f) < cap(S,T) fiir jeden Fluss f und jeden
Schnitt (S, T) gilt.

e Lemma 3.11 zeigt, dass, wenn f ein maximaler Fluss ist, dann gibt es
einen Schnitt (S, T) mit cap(S, T) = val(f).

e Der Ford-Fulkerson Algorithmus zeigt, dass es unter den gegebenen
Umstédnden (Ganzzahligkeit, keine entgegen gerichtete Kanten) einen
maximalen Fluss gibt.

Weiterfiihrende Algorithmen. Es gibt eine reichhaltige Literatur, aus der wir
zwel Ergebnisse zitieren: Einerseits kann der U-Faktor bei ganzzahligen
Schnitten durch einen Faktor logarithmisch in U ersetzt werden. Ande-
rerseits kann man im Einheitskostenmodell einen maximalen Fluss auch
unabhangig von der Grosse der Zahlen, selbst bei reelen Zahlen, schnell
berechnen.

10Tatsaschlich werden wir das Restnetzwerk nicht immer neu konstruieren, sondern
schrittweise entlang des gewdhlten augmentierenden Pfades dndern.
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Proposition 3.13 (Capacity-Scaling, Dinitz-Gabow, 1973). Sind in ei-
nem Netzwerk alle Kapazitaten ganzzahlig und hochstens U, so gibt
es einen ganzzahligen maximalen Fluss, der in Zeit O(mn(1+logU))
berechnet werden kann (m Anzahl Kanten, n Anzahl Knoten).

Proposition 3.14 (Dynamaic Trees, Sleator-Tarjan, 1983). Der maxima-
le Fluss eines Netzwerks kann in Zeit O(mnlogn) berechnet werden
(m Anzahl Kanten, n Anzahl Knoten).

Offensichtlich ist die erste Schranke besser, wenn U klein ist (U = o(n)).
Wir werden gleich eine Anwendung sehen, in der alle Kapazitaten 1 sind
(also U = 1). Man beachte, dass nach Satz 3.9 die entsprechenden Schran-
ken auch fiir die Berechnung eines minimalen s-t-Schnitts gelten.

Bipartites Matching als Flussproblem

Sei G = (V,E) ein bipartiter Graph, d.h. es gibt eine Partition (U, W)
von V, sodass E C {{u,w}|u € U,w € W}. Wir interessieren uns filir ein
Matching maximaler Grosse in G.

Dazu definieren wir ein Netzwerk N = (V U {s, t},A,c,s,t). Die Kno-
tenmenge besteht also aus den Knoten V von G und zwei neuen Knoten s
und t, die die Rolle von Quelle bzw. Senke in N spielen. Die Kapazitats-
funktion c ist konstant 1. Die Kanten aus E werden iibernommen, immer
von U nach W gerichtet. Ausserdem hat s Kanten zu allen Knoten in U,
zu t fiigen wir Kanten von allen Knoten in W ein. Formal setzen wir

A= ({s}xU) U {(uyw)elUxWl{u,wtet} U (Wx{t}).

Wir betrachten nun einen ganzzahligen Fluss f auf diesem Netzwerk
und beachten, dass alle Kapazitdten 1 sind. Fiir jeden Knoten u aus U
gibt es nur eine eingehende Kante, also fliesst hochstens Fluss 1 in diesen
Knoten und folglich kann aus u auch hochstens Fluss 1 zu Knoten aus W
fliessen, d.h. hochstens eine ausgehende Kante kann positiven Fluss haben.
Ahnlich kann in jeden Knoten aus W héchstens Fluss 1 fliessen, weil es
nur eine ausgehende Kante (nach t) gibt. Wir haben uns gerade iiberzeugt,
dass die Kanten mit Fluss 1 zwischen U und W ein Matching auf U U W
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bilden miissen. Die Grosse dieses Matchings ist genau der Wert val(f) des
Flusses.

X, @%

Analog kann man aus einem Matching zwischen U und W mit k Kanten
einen Fluss mit Wert k konstruieren. Es gilt also, da es in einem ganzzah-
ligen Netzwerk immer einen ganzzahligen maximalen Fluss gibt:
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Lemma 3.15. Die maximale Grosse eines Matchings im bipartiten Graph
G ist gleich dem Wert eines maximalen Flusses im Netzwerk N.

Kanten- und knotendisjunkte Pfade

Im Abschnitt 1.4 haben wir gesehen, dass wir den Grad des Zusammen-
hangs eines Graphen (wieviele Knoten bzw Kanten wir entfernen miissen,
bis wir einen unzusammenhdngenden Graphen erhalten) mit Hilfe des Sat-
zes von Menger auch dadurch bestimmen konnen, dass wir bestimmen,
wie viele knoten- bzw kantendisjunkte Pfade es zwischen je zwei Knoten
gibt. Damals hatten wir offen gelassen wie man diese Anzahl algorithmisch
bestimmen kann. Jetzt, wo wir wissen, wie man maximale Fliisse in Netz-
werken bestimmt, scheint das ein viel einfacheres Problem.

Betrachten wir einen (ungerichteten) Graphen G = (V, E) und zwei Kno-
ten u,v € V, u # v. Wir wollen bestimmen wieviele intern kanten- (oder
knoten-)disjunkte u-v-Pfade es in G gibt. Um dieses Problem mit einem
Flussalgorithmus zu losen, miissen wir zunadchst aus dem Graphen G ein
Netzwerk N machen. Und hier ergibt sich schon ein erstes Problem: unser
Graph G ist ungerichtet, ein Netzwerk N enthalt aber gerichteten Kanten.
Die Losung dieses Problems ist aber einfach: Wir ersetzen jede ungerichtete
Kante {x,y} € E durch zwez gerichtete Kanten (x,y) und (y,x) und geben
beiden Kanten eine Kapazitat von Eins. Wie konnen wir sicherstellen, dass
ein Fluss wirklich nur etne der beiden Kanten verwendet? Nun ja, a priori
konnen wir das nicht. Aber das ist auch nicht schlimm: Stellen wir uns vor,
fiir einen Fluss f wiirde gelten f(x,y) = f(y,x) = 1. Anschaulich gespro-
chen fliesst dann das, was aus x in Richtung y fliesst, anschliessend wieder
zurilick zu x. Wir kénnen daher den Fluss f so zu einem Fluss f’ abandern,
dass wir f'(x,y) = f'(y,x) = O setzen und ihn auf allen iibrigen Kanten
unverandert lassen. Dieser Ansatz funktioniert analog, wenn f(x,y) und
f(y, x) beide einen positiven Wert annehmen, der nicht unbedingt Eins ist:
Erniedrigen wir den Fluss auf beiden Kanten um das Minimum aus f(x,y)
und f(y,x) so ist danach einer der beiden Werte Null. Wir sehen daher:
wir diirfen immer annehmen, dass ein Fluss hochstens auf einer der beiden

Kanten einen positiven Wert annimmt.!?

'Wir haben hier einfach den Fluss entlang eines (gerichteten) Kreises der Lénge zwei
reduziert. Dies funktioniert analog auch fiir gerichtete Kreise beliebiger Lange, in der
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Als letztes fligen wir zu unserem Netzwerk noch zwei neue Knoten s und
t hinzu — und verbinden s mit u und v mit t, d.h., wir fligen die beiden
gerichteten Kanten (s,u) und (v,t) zu unserem Netzwerk hinzu. Diesen
beiden Kanten geben wir eine Kapazitdt von n = |V|. Abbildung 3.4 zeigt
diese Konstruktion an einem einfachen Beispiel.
1/1
1/0

g
e '\

1/1 11
a \b/ c &1/0%1/0%

Abbildung 3.4: Links ein Graph G = (V, E) mit drei intern kantendisjunkten
u-v Pfaden (farbig). Rechts das daraus konstruierte Netzwerk N = (V U
{s,t}, A, c,s,t); die Zahlen an den Kanten beschreiben wie iiblich Kapazitat
(erste Zahl) und Fluss (zweite Zahl). Der Fluss entspricht genau den drei
u-v-Pfaden und entsprechend ist der Wert des Flusses drei.

Aus der Konstruktion unseres Netzwerkes folgt unmittelbar, dass die
Anzahl intern kantendisjunkter u-v-Pfade genau dem Wert eines maxima-
len Flusses entspricht, vgl. Abbildung 3.4. Wie aber sieht es aus, wenn wir
nicht kantendisjunkte, sondern knotendisjunkte Pfade finden wollen? Hier-
fiir ist unser Netzwerk in der jetzigen Form noch nicht geeignet. Aber auch
hier hilft wieder ein einfacher Trick: Wir ersetzen jeden Knoten x € V\{u, v}
im Netzwerk durch zwez Knoten x;, und x.,; und verbinden alle Eingangs-
kanten von x mit x;,, alle Ausgangskanten von x mit x,,; und fligen eine
zusatzliche Kante von x;, zu xq,; mit Kapazitat Eins zum Netzwerk hinzu.

Abbildung 3.5 zeigt das resultierende Netzwerk fiir obiges Beispiel. Wie-
der iiberzeugt man sich leicht davon, dass der maximale Fluss in diesem
Netzwerk genau der Anzahl intern knotendisjunkter u-v-Pfade entspricht.

Bildsegmentierung als Schnittproblem

Wir wollen ein Bild bestehend aus Pixeln (typischerweise in einem Gitter
angeordnet) in Vordergrund und Hintergrund unterteilen—diese Operation

englischsprachigen Literatur nennt man diesen Ansatz ganz anschaulich cycle canceling.
Cycle Canceling ist ein wichtiges Hilfsmittel, wenn man einen maximalen Fluss mit mini-
malen Kosten bestimmen wird, aber dies iiberlassen wir weiterfiihrenden Vorlesungen.
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Abbildung 3.5: Das Netzwerk, um fiir den Graphen aus der vorigen Abbil-
dung die maximale Anzahl knotendisjunkter u-v Pfade zu bestimmen. Der
Fluss ist maximal und entspricht den beiden Pfaden u-v und u-a-b-v.

nennt man auch Segmentierung.

Fiir unsere Betrachtungen ist es wichtig, dass die Pixelmenge P mit einer
Nachbarschaftsrelation assoziiert ist. In einem Gitter etwa ist jedes Pixel
(ausser am Rand) zu vier anderen Pixeln benachbart (dariiber, darunter,
links und rechts). Dies ergibt eine Kantenmenge E und somit bildet (P, E)
einen ungerichteten Graph.

F'iir uns ist es hier nicht wesentlich, ob die Pixel Graustufen oder Farb-
werte darstellen. Was auch immer diese Werte sind, wir nehmen an, dass
wir daraus fiir jedes Pixel p zwei nichtnegative Zahlen x, und (3, extrahie-
ren: Je grosser o, ist, desto mehr erwarten wir, dass p zum Vordergrund
gehort; analog driickt (3, unsere Erwartung aus, dass p im Hintergrund
liegt. Mit diesen Zahlen scheint die Partition von P in Vordergrund A und
Hintergrund B einfach:

A={peP|la,>p,} und B:=P\A.

Allerdings wollen wir tendenziell keine zu feinkornige Unterteilung, d.h.
liegen viele Nachbarn eines Pixels p im Vordergrund, so sollte p eher auch
im Vordergrund liegen. Diese Praferenz modellieren wir, indem wir jeder
Kante e in E eine nichtnegative Zahl y. zuordnen, mit der Interpretation,
dass je grosser v, ist, wir umso mehr erwarten, dass die beiden beteiligten
Pixel im gleichen Teil der Segementierung landen (y. kann man als Strafzoll
betrachten, wenn man in der Unterteilung die Endpunkte trennt).

Mit diesen Zahlen bewerten wir nun eine Partition (A, B) mittels der
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Qualitatsfunktion'?

q(AvB)::ZOCp+ZBp_ Z Ye -

pPEA pEB ecE, lenAl=1

Uns interessiert hier nicht so sehr, wie man die Parameter «, 3, und y
glinstig wahlt, so dass man gute Ergebnisse bekommt. Stattdessen fragen
wir uns, wie wir eine Unterteilung von P in A und B finden, sodass q(A, B)
maximal ist.

Wir merken, dass die Fragestellung zumindest in einigen Aspekten ei-
nem Schnittproblem gleicht. Tatsachlich gelingt es uns wieder, wie beim
Matchingproblem, die Fragestellung in ein Netzwerkproblem (hier mini-
maler Schnitt) liberzufiihren.

Zuerst andern wir die Qualitatsfunktion, sodass wir es—wie bei s-t-
Schnitten gewohnt—mit einem Minimierungsproblem zu tun haben. Dazu
definieren wir Q := Zpep(ocp + ) womit wir q(A, B) in

q(AyB):Q_ZBp_Z‘Xp_ Z Ye

pPEA pEB ecE lenAl=1

umschreiben kénnen. Daraus wird klar, dass q(A,B) zu maximieren dqui-
valent zur Minimierung von

ql(A>B) ::ZBP+ZO‘p+ Z Ye

pPEA pEB ecE lenA|=1

ist.

In einem nachsten Schritt erzeugen wir ein Netzwerk wie folgt. Wieder
fiihren wir neue Knoten s und t ein, die fiir die Quelle und Senke im
Netzwerk stehen. s hat gerichtete Kanten zu allen Pixeln in P, die Kapazitat
der Kante zu p sei «,. Analog hat dann jedes Pixel p eine gerichtete Kante
zu t mit Kapazitat {3,. Schliesslich ersetzen wir jede ungerichtete Kante
e = {p,p'} in E durch zwei gerichtete Kanten (p,p’) und (p’,p), je mit
Kapazitadt y.. Ein Netzwerk N mit Knotenmenge P U {s, t} ist geschaffen.

Was ist nun die Kapazitat eines s-t-Schnitts (S, T) in N? Dazu sehen wir
uns an, welche Kanten des Netzwerks in S x T liegen, wobei wir A := S\ {s}
und B :=T \ {t} verwenden.

12Nochmals, wir kiimmern uns hier nicht um berechtigten Fragen, wo die Werte o,
Bp, und v, herkommen, und auch nicht darum, ob die Qualitatsfunktion gut ist und den
Zweck erfiillt. Tatsachlich ist das aber ein Ansatz, der in der Praxis so zum Einsatz kommt.
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e Kanten (s,p) mit p € B. Ihr Beitrag zur Kapazitat cap(S,T) ist
ZpEB Xp-

e Kanten (p,t) mit p € A, die } _, By zur Kapazitat des Schnitts
beitragen.

e Kanten (p,p’) des Netzwerks in A x B mit Beitrag Z(p)p,) Y (p,p'), WObEL
die Summe iber alle Kanten des Netzwerks aus A x B geht.

Wir sehen, dass fiir die aus (S,T) abgeleitete Unterteilung (A, B) von P
tatsachlich
q/(Aa B) = cap(S,T)

gilt. Eine optimale Segmentierung entspricht somit einem minimalen s-t-
Schnitt im generierten Netzwerk N und kann so mit einem Fluss- oder
Schnittalgorithmus fiir Netzwerke berechnet werden.

Eine Auswahl weiterer Anwendungen findet man unter anderem in Al-
gorithm Design von Jon Kleinberg und Eva Tardos (Pearson — Addison
Wesley).

Fliisse und konvexe Mengen

Wir schliessen diesen Abschnitt ab, indem wir versuchen die Menge aller
Fliisse in einem Netzwerk besser zu verstehen, und einen Bezug zu einem
zentralen Begriff der Geometrie herstellen: konvezxe Mengen.

So wie wir Netzwerke und Fliisse eingefiihrt haben, hat jedes Netzwerk
mindestens einen Fluss: die Funktion konstant O; bezeichnen wir diesen
Fluss mit 0. Nehmen wir an, es gibt mindestens einen zweiten Fluss (un-
gleich 0), nennen wir den f;. Aber nun gibt es sofort einen weiteren Fluss
f7 indem wir den Fluss f; einfach halbieren, d.h.

1
Veec A: fi(e) = Eﬂ(e) .
Dazu miissen wir sicherstellen, dass die Bedingungen fiir einen Fluss erfiillt
sind: 0 < ff(e) < c(e) fiir alle Kanten e € A und die Flusserhaltung —
beides lasst sich leicht zeigen. Allgemeiner gilt
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Lemma 3.16. Sind f, und f; Fliisse in einem Netzwerk N und A € R,
0 < A< 1, dann ist der Fluss f,, definiert durch

Ve e A: fi(e) := (1 —A)fg(e) + Afqi(e) ,
ebenfalls ein Fluss in N. Es gilt

val(f) = (1 — A) - val(fo) + A - val(f;) .

Beweis. Wir konnen aus der Zulassigkeit von fy und f; leicht die Zulassig-
keit von f) herleiten (man beachte, dass A > 0 und 1 —A > 0):

>0 >0
~ ~
fale) = (1—=A)fole)+ATfi(e) > (1T —=A)-0+A-0=0
fale) = (1—A)fo(e)+Afi(e) <(1—A)-c(e)+A-c(e) =c(e)
<c(e) <c(e)

Ahnlich einfach lassen sich Flusserhaltung und die Behauptung zum Wert
des Flusses verifizieren. [

Korollar 3.17. Es gilt:

(i) Ein Netzwerk N hat entweder genau einen Fluss (den Fluss 0)
oder unendlich viele Fliisse.

(ii) Ein Netzwerk hat entweder genau einen maximalen Fluss, oder
unendlich viele maximale Flisse.

Konvexe Mengen. Fiir eine geometrische Interpretation wahlen wir eine Nu-
merierung (Ordnung) (e, ez,...,en), m := |A|, der Kanten in A. Jede
Funktion f: A — R induziert so einen Vektor v := (f(eq), f(ez),...,f(en))
in R™. Das heisst, die Menge der Fliisse (oder die Menge der maximalen
Fliisse) kann man so als Teilmengen des R™ interpretieren.

Definition 3.18. Sei m € N.

(i) Fir vo,vi € R™ sei Vovy :={(1 —A)vo+Av; [A € R0 <A < 1},
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das vo und v; verbindende Liniensegment.

(ii) Eine Menge C C R™ heisst konvez, falls fiir alle v, v; € C das
ganze Liniensegement vyvy in C enthalten ist.

Beispiele konvexer Mengen sind Kugeln oder konvexe Polytope (z.B.
Tetraeder oder Wiirfel im R3). Konvexe Polygone (im R?) wurden in der
Vorlesung Diskrete Mathematik erwahnt, konvexe Mengen in der Analysis
(oder auch kurz in der Linearen Algebra). Aus Lemma 3.16 folgt jetzt
unmittelbar folgende Eigenschaft.

Satz 3.19. Die Menge der Fliisse eines Netzwerks mit m Kanten, in-
terpretiert als Vektoren, ist eine konvexe Teilmenge des R™. Ebenso
bildet die Menge der maximalen Fliisse eine konvexe Teilmenge des
R™.

Man kann zeigen, dass diese Fliissen entsprechenden Mengen konvexe
Polytope sind, wir gehen darauf nicht weiter ein. Die Tatsache, dass es
immer einen maximalen Fluss gibt, folgt leicht aus der Theorie konvexer
Mengen (dazu muss man zeigen, dass die Menge der Fliisse eine konvexe
kompakte Menge bildet).

Der Bezug (oder besser die Aquivalenz) von Funktionen und Vektoren
ist wichtig, und erlaubt die Anwendung von Konzepten und Ergebnissen
aus der Geometrie und Linearen Algebra auf Mengen von Funktionen.

Als Illustration ist empfohlen sich die Menge der Fliisse fiir das einfache
Netzwerk N = ({S>t) q)y{ehez})C)S)t) mit e; = (S) Cl), € = (‘%t), C(el) =1
und c(e;) = 2 im R? zu veranschaulichen (jede Funktion f : {e;,e;} — R
wird als Vektor (f(e1), f(e;)) € R? interpretiert). Dazu zeichne man erst das
Rechteck aller zuldssigen Funktionen/Vektoren f mit 0 < f(e;) < 1 und
0 < f(ez) < 2, und schneide dieses Rechteck mit der Geraden f(e;) = f(e;)
(die in diesem einfachen Beispiel einzige Flusserhaltungsbedingung). Man
sieht dann leicht, dass die Menge der Fliisse ein Liniensegment ist.

3.1.3 Minimale Schnitte in Graphen

In diesem Abschnitt betrachten wir ungerichtete ungewichtete Graphen
G = (V,E) ohne Schleifen, wobei wir mehrere Kanten zwischen demsel-
ben Knotenpaar erlauben — sogenannte Multigraphen. Wir konnten statt
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Mehrfachkanten auch ganzzahlige Kantengewichte erlauben, aber die Ab-
handlung wird mit Mehrfachkanten einfacher.

Wir interessieren uns in einem solchen Multigraph G = (V, E) fiir eine
kleinste Menge C von Kanten, deren Entfernung einen unzusammenhan-
genden Multigraph erzeugt. Ist G selber nicht zusammenhangend, so kann
man hier offensichtlich C = () wahlen. Eine Menge C C E fiir die (V,E \ C)
unzusammenhadngend ist, nennen wir Kantenschnitt in G. Mit u(G) be-
zeichnen wir die Kardinalitat eines kleinstmoglichen Kantenschnitts in G.

Das Problem. Gegeben ein Multigraph G, bestimme p(G) (die Kardinalitat
eines munimalen Schnitts). Wir nennen das das MIN-CUT Problem.

Ein ahnliches Problem hatten wir ja gerade bei den Fliissen kennen-
gelernt. Wo liegt der Unterschied oder haben wir das Problem schon ge-
10st? Wir skizzieren den Zusammenhang: Statt Mehrfachkanten konnten
wir, wie erwahnt, einfach Kantengewichte verwenden. Ungerichtete Kan-
ten {u, v} konnen wir durch Paare gerichteter Kanten (u,v), (v, u) ersetzen.
Und dann hatten wir es im letzten Kapitel mit s-t-Schnitten zu tun, hier
jetzt sind s und t nicht spezifiziert. Um jetzt MIN-CUT fiir einen Multi-
graph G = (V, E) zu 16sen, transformieren wir ihn wie beschrieben zu einem
gerichteten Graph (V, A) (mit Kanten-Gewichtsfunktion w), fixieren einen
Knoten s € V und berechnen minimale s-t-Schnitte, fiir alle t € V \ {s},
im Netzwerk (V,A,w,s,t). Der kleinste dieser s-t-Schnitte zeigt uns den
minimalen Schnitt im Ausgangs-Multigraph G. Wir hatten erwahnt, dass
man minimale s-t-Schnitte in O(nmlogn) = O(n’logn) Zeit berechnen
kann. Das macht dann insgesamt O(n*logn) fiir unser MIN-CUT Problem
(weil wir n — 1 s-t-Schnitte berechnen miissen).

Kantenkontraktion

Sei G ein Multigraph und e = {u, v} eine Kante in G. Die Kontraktion von
e verschmilzt die beiden Knoten u und v zu einem neuen Knoten x,,,, der
nun zu allen Kanten inzident ist, zu denen u oder v inzident war, ausser den
Kanten zwischen u und v — diese Kanten verschwinden. Den entstehenden
Graph bezeichnen wir mit G/e. Ist k die Anzahl der Kanten zwischen u
und v, dann gilt

degg /e Xuy = degg(u) + degg (v) — 2k .
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u v Xuv

(Wichtig ist hier, dass wir in einem Multigraphen G mit deg;(u) die Anzahl
der zu u inzidenten Kanten bezeichnen und nicht die Anzahl der Nachbarn.)
Es gibt eine natiirliche Bijektion

{Kanten in G ausser denen zwischen u und v} «— {Kanten in G/e}:

Entweder bleibt eine Kante in G bei der Kontraktion gleich, oder {w,u}
oder {w,v} wird zu einer Kante {w,x,,}. Man beachte, dass es so fiir je-
den Kantenschnitt C in G/e einen entsprechenden Kantenschnitt in G mit
gleicher Kardinalitat gibt. Umgekehrt gibt es fiir jeden Kantenschnitt ohne
e in G einen entsprechenden in G/e, wieder mit gleicher Kardinalitat. Es
ergibt sich folgendes Lemma.

Lemma 3.20. Sei G ein Graph und e eine Kante in G. Dann gilt
iw(G/e) > w(G) und falls es in G einen minimalen Schnitt C mit
e ¢ C gibt, dann gilt u(G/e) = u(G).

Auf gut Gliick — zufallige Kantenkontraktionen

Wir konnen nun den einfachen randomisierten Algorithmus dieses Ab-
schnitts beschreiben.
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Cut(G) G zusammenhadngender Multigraph

while |V(G)| > 2 do
e « gleichverteilt zufallige Kante in G
G G/e

return Grosse des eindeutigen Schnitts in G

Sei n Anzahl der Konten in G. Fiir die Implementierung setzen wir
folgendes voraus:

e Hine Kantenkontraktion kann in O(n) Zeit durchgefiihrt werden.
e Eine gleichverteilt zufillige Kante in G kann in O(n) gewahlt werden.

(Das ist nicht ganz offensichtlich, und erfordert u.a., dass Mehrfachkan-
ten mittels Kantengewichten dargestellt werden.) Mit dieser Voraussetzung
kénnen wir CuT(G) mit einer Laufzeit von O(n?) implementieren.

Als nachstes stellen wir sicher, dass eine zufallige Wahl von e mit guter
Wahrscheinlichkeit die Grosse des minimalen Schnitts nicht verandert.

Lemma 3.21. Sei G = (V,E) ein Multigraph mit n Knoten. Falls e
gleichverteilt zufallig unter den Kanten in G gewahlt wird, dann gilt

Pri(G) = w(G/e)) > 1— > .

Beweis. Sei C ein minimaler Schnitt in G und sei k := [C|] = u(G).
Sicherlich ist der Grad jedes Knotens in G mindestens k, da die zu ei-
nem Knoten inzidenten Kanten immer einen Schnitt bilden. Es gilt daher
|E| = %Zvevdeg(v) > %“ Wir erinnern uns an e ¢ C = u(G/e) = u(G)
und somit

B . Cl K2
Pr[u(G)—u(G/e)]ZPr[e€C]—1—@Z1—m—1 -

was zu zeigen war. O

Nun interessieren wir uns dafiir, dass der Algorithmus CuT(G) insge-
samt den richtigen Wert ausgibt, d.h.

P(G) := Wahrscheinlichkeit, dass CuT(G) den Wert u(G) ausgibt
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und
p(n):= inf  P(G)

G=(V;E), [VI=n

Man beachte, dass p(2) = 1.

Lemma 3.22. Es gilt fiir allen > 3
pn) > (1-2/n)-p(n—1).

Beweis. Sei G ein Multigraph mit n Knoten. Damit CuT(G) tatsédchlich
1(G) ausgibt, miissen die beiden folgenden Ereignisse eintreten:

e |, := Ereignis u(G) = n(G/e).
e E, := Freignis, dass CuT(G/e) den Wert u(G/e) ausgibt.
Es gilt nun
P(G) =Pr[E; A By =Pr[Ey] - Pr[E; [E4] > (1 —2/n) - P(n — 1)

und da dies fiir jeden Multigraph G mit n Knoten gilt, folgt auch die
Aussage p(n) > (1 —=2/n) -p(n—1). o

Wir erhalten so

p(n) >

n—-2 n—3

n n—1

Lemma 3.23. Es gilt p(n) > —2— = 1/(’2‘) fiir alle n > 2.

Wir wiederholen nun den Algorithmus CuT(G) 7\(;) mal, fiir ein A > 0,
und geben dann den kleinsten je erhaltenen Wert aus. Dann erhalten wir
folgendes Ergebnis (wir erinnern uns, dass ein Aufruf von CuT(G) Zeit

O(n?) benétigt).

Satz 3.24. Fiir den Algorithmus der A(Tzl)—maligen Wiederholung von
CuT(G) gilt:

(1) Der Algorithmus hat eine Laufzeit von O(An?).
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(2) Der kleinste angetroffene Wert ist mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 1 — e gleich u(G).

Fiir die Fehlerabschatzung gehen wir nach dem bekannten Muster vor:
Die Wahrscheinlichkeit, dass wir 7\(2) Mal nicht einen minimalen Schnitt
finden ist hochstens

A(3)
(1—pm)3) < (1 - 1/(2)) <e?

(mit der bewdhrten Ungleichung Vx € R: 1+ x < e¥).

Wihlen wir A = Inn, gibt das eine Laufzeit von O(n?logn) mit Feh-
lerwahrscheinlichkeit hochstens 1/n. Diese Laufzeit haben wir aber mit-
tels Flussalgorithmen auch schon deterministisch und ohne Fehler erreicht.
Aber der Ansatz hat noch Potential, wie wir gleich sehen werden.

Bootstrapping Sollte man den Algorithmus implementieren, wird man schnell
folgende Beobachtung machen. Hat unser Multigraph (im Zuge der Rekursi-
on) nur mehr 3 Knoten und machen wir eine zuféllige Kantenkontraktion,
dann haben wir nur mehr eine Erfolgswahrscheinlichkeit von 1/3. Dabei
konnen wir doch ganz einfach den minimalen Schnitt schnell bestimmen,
es besteht gar kein Grund mehr im letzten Schritt noch dieses Risiko ein-
zugehen. Das konnten wir eigentlich schon bei 4 Knoten machen, etc.

Was passiert, wenn wir die Rekursion in CuT(G) abbrechen, sobald
wir bei einem Multigraph mit t Knoten angelangt sind (fiir einen Parame-
ter t, den wir noch bestimmen), um dann das Problem fiir diesen kleine-
ren Multigraph mit einem anderen Algorithmus in Zeit z(t) und Erfolgs-
wahrscheinlichkeit > p*(t) zu 16sen: z.B. deterministisch mittels Fliissen in
z(t) = O(t*logt) Zeit mit p*(t) = 1, oder nach Satz 3.24 (mit A = 1) in
z(t) = O(t*) Zeit mit p*(t) =1—e ).

Cutl(G) G zusammenhdngender Multigraph

1: while [V(G)| > t do

2 e « gleichverteilt zufallige Kante in G
3: G+ G/e
4

. return Grosse des eindeutigen Schnitts in G > in Zeit O(z(t))
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Dieser Algorithmus bendtigt nun Zeit O(n(n — t) + z(t)), er macht
Fehler in den ersten n —t Schritten, und schliesslich noch einen Fehler mit
Wahrscheinlichkeit < 1—p*(t) im letzten Schritt (auf dem Multigraph der
Grosse t), d.h. die Erfolgswahrscheinlichkeit ist

n—2 n—-3 n—4 t+1 t t—1 tt—1)

> . . . . Pt = ——— - p*(t) .
T n—in—2 t43 tr2 t¢1 P W A

nn-—1

Legen wir uns (vorerst) auf z(t) = O(t*) und p*(t) =1 —e' = < fest.
Wir miissen den revidierten Algorithmus CuT1(G) nun ?\28‘:11)) 5 Mal wie-
A zu erreichen. Die

derholen, um eine Erfolgswahrscheinlichkeit von 1 — e~
Laufzeit ist dann

}‘:E?__J)) e: Onn—t)+tHh =0 (7\ (1;4 +nztz>> '

Waihlen wir t klein, dann dominiert Tt‘—;, bei t gross, dominiert n’t?. Wir

entscheiden uns fiir t = n'/? (sodass sich die beiden Terme ausbalancieren)
und erhalten so eine Laufzeit von O(An3?), was nun eine Verbesserung ge-
geniiber dem urspriinglichen Flussansatz ergibt. Das wiirde an dieser Stelle
einen Satz rechtfertigen, konnten wir diesen schnelleren Algorithmus nicht
gleich wieder verwenden (uns steht jetzt z(t) = O(t3) zur Verfiigung), um
das Problem fiir den Multigraphen mit t Knoten zu losen. Das fithrt dann
zu einer anderen Wahl von t und einem noch schnelleren Algorithmus,?
den wir natiirlich gleich verwenden, um den Algorithmus wieder schneller
zu machen, ... Dieses in sich selbst einsetzen eines Algorithmus, um diesen
immer schneller zu machen, nennt man Bootstrapping.

Wo fiihrt das hin? Es konvergiert zu einem Verfahren mit einer Laufzeit
von O(n’poly(logn)), man kann sich das wie einen ,Grenzwertalgorithmus*
vorstellen. Natiirlich muss man eine sorgfaltige Buchhaltung iiber die Feh-
lerwahrscheinlichkeit machen. Wir verweisen fiir diese weiteren Schritte auf
die Literatur.

3.2 Geometrische Algorithmen

3.2.1 Kleinster umschliessender Kreis

In diesem Abschnitt betrachten wir folgendes Problem. Zu einer gegebenen
Menge P von n Punkten in der Ebene mochten wir einen Kreis C(P) be-

13Bestimmen Sie als Ubung einen guten Parameter t und die resultierende Laufzeit.
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stimmen, sodass C(P) alle Punkte aus P umschliesst und der Radius von
C(P) so klein wie moglich ist. Fiir einen Kreis C verwenden wir C* fiir die
von C umschlossene Kreisscheibe (abgeschlossen, also inklusive C).

Hierbei erlauben wir, dass die Punkte in P auch auf C(P) liegen diirfen
— die Punkte miissen also nicht strikt innerhalb des Kreises liegen. Dann
ist es moglich zu zeigen, dass es immer einen kleinsten Kreis gibt, der al-
le Punkte enthalt. Bevor wir uns der Entwicklung eines Algorithmus fiir
dieses Problem zuwenden, leiten wir zunachst zwei Eigenschaften eines sol-
chen kleinsten umschliessenden Kreises her. Zunachst zeigen wir, dass der
kleinste umschliessende Kreis eindeutig bestimmt ist, es also insbesondere
Sinn macht von dem Kreis C(P) zu sprechen.

Lemma 3.25. Fiir jede (endliche) Punktemenge P im R? gibt es einen
eindeutigen kleinsten umschliessenden Kreis C(P).

Bewets. Den Beweis fiir die Existenz tiberspringen wir. Wir zeigen die Ein-
deutigkeit durch einen Widerspruchsbeweis. Nehmen wir also an, es gabe
eine Menge P, fiir die es (mindestens) zwei verschiedene kleinste umschlies-
sende Kreise C; und C, gibt. Da C; und C, beides kleinste Kreise sind,
haben sie den gleichen Radius, sagen wir r. Und da C; und C, verschie-
den sind, miissen sie verschiedene Mittelpunkte z; und z, haben. Da beide
Kreise die Punktemenge P enthalten, gilt auch: P C C{ N C35. Wir konstru-
ieren nun einen neuen Kreis C wie folgt: als Mittelpunkt nehmen wir den
Mittelpunkt z der Strecke von z; zu z; (z = %(11 +2;)). Als Radius ? wahlen
wir den Abstand von z zu einem (der beiden) Schnittpunkte von C; und
C;. (Man iberlegt sich leicht, dass z zu beiden Schnittpunkten den glei-
chen Abstand hat.) Dann gilt P C C{NCS C C* und 7 = /12 — (%12122\)2,
wobei |z1z;| die Lange der Strecke von z; nach z, ist. Insbesondere gilt al-
so T < r, im Widerspruch zu unserer Annahme, dass C; und C, kleinste
umschliessende Kreise sind. [

Das nachste Lemma wird die Basis unseres Algorithmus werden. Es
zeigt, dass es immer drei Punkte aus P gibt, die den kleinsten umschlies-
senden Kreis bereits eindeutig bestimmen.
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Lemma 3.26. Fiir jede (endliche) Punktemenge P im R? mit [P| > 3
gibt es eine Teilmenge Q C P, so dass |Q| =3 und C(Q) = C(P).

Bewers. Sei P eine beliebige Punktemenge mit mindestens drei Punkten.
Aus Lemma 3.25 wissen wir, dass C := C(P) eindeutig ist. Mit B bezeichnen
wir die Menge derjenigen Punkte aus P, die auf dem Rand von C liegen.
Wir zeigen zunachst folgende Hilfseigenschaft:

(%) Ist g eine beliebige Gerade durch den Mittelpunkt von C, so kann es
nicht sein, dass alle Punkte von B (strikt) auf einer der beiden Seiten
von g liegen.

Dies gilt, da wir ansonsten den Mittelpunkt von C ganz leicht senkrecht zu
g weg von der Seite ohne Punkte auf dem Rand verschieben konnten und
gleichzeitig den Radius etwas verkleinern, so dass dennoch noch immer alle
Punkte aus P innerhalb des nun kleineren Kreises liegen, im Widerspruch
zu unserer Annahme.

Aus dieser Beobachtung folgt bereits, dass |B| > 2 gelten muss, und dass
im Falle |B| < 3 der Kreis C durch C(B) gegeben ist. Falls |B| > 4 so wahlen
wir zwei beliebige Punkte p und q von B, die bei Durchlaufen der Kreislinie
von C nicht unmittelbar aufeinander folgen. Wenn sie auf einer Geraden
durch den Mittelpunkt liegen, so gilt C = C({p, q}) und das Lemma ist
bewiesen. Falls nicht, so wahlen wir einen beliebigen Punkt r aus B aus
dem kirzeren der beiden durch p und q gegebenen Kreissegmente. Dann
gilt die Eigenschaft (x) auch noch fiir die Menge B \ {r} — und das Lemma
folgt damit durch Induktion tber |B|. O

Aus Lemma 3.26 konnen wir sofort einen O(n*) Algorithmus fiir die
Berechnung von C(P) ableiten:

COMPLETEENUMERATION(P)
1: for all Q C P mit Q| =3 do
2: bestimme C(Q)

3: if P C C*(Q) then

4: return C(Q)

Die Laufzeit sieht man wie folgt ein: wir miissen hochstens ( ) viele

3
Mengen Q testen. Fiir jede solche Menge konnen wir C(Q) in konstanter
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Zeit bestimmen (da Q ja nur drei Punkte enthdlt) und miissen dann fiir
jeden Punkt in P testen, ob er in C*(Q) enthalten ist. Fiir jeden Punkt
geht dies in konstanter Zeit, jede Iteration der for-Schleife benotigt daher
O(n) Zeit.

Unser Ziel ist ein randomasierter Algorithmus mit (erwarteter) Laufzeit
O(nlnn).

Dazu betrachten wir als erstes eine randomisierte Version von obigem
Algorithmus:

RANDOMISED PRIMITIVEVERSION(P)

1: repeat forever

2: wahle Q C P mit |Q| = 3 zufallig und gleichverteilt
bestimme C(Q)

if P C C*(Q) then

return C(Q)

Kurzes Nachdenken zeigt uns, dass das noch keine sehr clevere Idee ist:
Fiir Punktemengen P, in denen der kleinste einschliessende Kreis durch ge-
nau drei Punkte gegeben ist, miissen wir die repeat-Schleife ausfithren, bis
wir genau diese dreielementige Menge ziehen. Dies geschieht in jeder Itera-
tion mit Wahrscheinlichkeit 1/ (g) Die Anzahl Iterationen ist daher geome-

trisch verteilt mit Parameter 1/ (‘;) —und die erwartete Anzahl Iterationen

ist somit ('31) Die erwartete Laufzeit unseres randomisierten Algorithmus
ist daher ebenfalls O(n*).

Was konnen wir tun, um den Algorithmus zu beschleunigen? Eine erste
Idee ist, in jeder Runde mehr als 3 Punkte zu ziehen. Wir konnten beispiels-
weise 11 Punkte ziehen. Dann kénnen wir C(Q) noch immer in konstanter
Zeit berechnen, aber wir haben eine hohere Chance, dass die Menge Q
die drei definierenden Punkte von C(P) enthédlt. Eine kurze Rechnung zeigt
dann allerdings schnell, dass dies an der asymptotischen Laufzeit von O(n*)
nichts andert.

Um die Laufzeit wirklich zu verbessern, miissen wir noch eine zusatzli-
che Idee hinzufiigen: wir verdoppeln in jeder Iteration die Punkte ausser-
halb von C(Q):
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RANDOMISED CLEVERVERSION(P)

1: repeat forever

2: wahle Q C P mit |Q| = 11 zufallig und gleichverteilt
3: bestimme C(Q)

4: if P C C*(Q) then

5 return C(Q)

6 verdoppele alle Punkte von P ausserhalb von C(Q)

Fir die Implementierung dieses Algorithmus miissen wir uns zunachst
iiberlegen, wie wir die “Verdopplung” der Punkte realisieren. Dies ist recht
einfach: Wir initialisieren ein Array num der Lange n mit konstant Eins.
Die Idee ist, dass num[i] die Anzahl Kopien des i-ten Punktes angibt. Liegt
der i-te Punkt dann ausserhalb von C(Q), so kénnen wir die Verdopplung
aller Kopien dieses Punktes einfach dadurch realisieren, indem wir numli]
durch 2 - num[i] ersetzen.

Als nédchstes miissen wir uns noch iiberlegen, wie wir in Zeit O(n) die 11
Punkte qi,...,qn1 € P zuféllig und gleichverteilt wahlen konnen. Hierfiir
zeigen wir folgendes Lemma:

t

Lemma 3.27. Seien n;,...,n; natiirliche Zahlen und N = } .,

Wir erzeugen X € {1,...,t} zufillig wie folgt:

n;.

k « UNIFORMINT(1,N)
X — 1
while 3 7 ;n; <k do

x —x+1
return x

Dann gilt Pr[X =1l =ny/N fir allei=1,...,t.

Bewers. Der Beweis folgt sofort aus der Tatsache, dass x = 1 genau fiir
ke{l+ Y n,...,Y , n ausgegeben wird, also fiir n; der moglichen

N Werte fur k. O]

Mit Hilfe dieses Lemmas und des Arrays num[-] kénnen wir somit Punk-
te der Menge P so ziehen, dass die Wahrscheinlichkeit eines jeden Punktes
proportional zu der Anzahl seiner Kopien ist. Wahlen wir dann den nach-
sten Punkt beziiglich eines leicht korrigierten Arrays num[-] (in dem wir
beriicksichtigen, dass wir einen Punkt schon gezogen haben), so erhalten
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wir auf diese Weise in Zeit O(n) die gewiinschte Teilmenge Q, die aus genau
11 Punkten besteht.

Fiir die Analyse des Algorithmus benétigen wir jetzt noch das folgende
Lemma:

Lemma 3.28. Sei P eine Menge von n (nicht unbedingt verschiedenen)
Punkten und fiir r € N, R zufallig gleichverteilt aus (]:) Dann ist
die erwartete Anzahl Punkte von P, die ausserhalb von C(R) liegen,

héchstens 377 < 3.75.

Bewers. Fiir den Beweis definieren wir uns zwei Hilfsfunktionen, fiir p € P,
R,Q CP:
1 fall C*(R
out(p,R) := allsp ¢ C(R)
0 sonst
(beachte, dass ZPGP\R out(p, R) die Anzahl der Punkte ausserhalb C(R) ist)

und
1 falls C(Q\ {p}) # C(Q)

0 sonst.

essential(p, Q) := {

Leicht iiberzeugt man sich davon, dass beide Funktionen in folgender Be-
ziehung stehen. Fir p ¢ R,

out(p,R) =1 = essential(p,RU{p}) =1.

Damit erhalten wir fiir die Anzahl X der Punkte ausserhalb von C(R):

E[X] = (l> > ) out(s,R)

r) Re(P) sEP\R

— <l> Z Z essential(s,RU{s})

T Re(]:) SEP\R

_ (1) Z Zessential(P,Q)

/) Qe(,f) ke

<3
1 (ri]) n—r
< o 3 =300 -3
M, T T

wobei die erste Ungleichung in der letzten Zeile aus Lemma 3.26 folgt. [
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Mit diesem Lemma konnen wir nun die Laufzeit und Korrektheit unseres
Algorithmus beweisen.

Satz 3.29. Algorithmus RANDOMIZED CLEVERVERSION berechnet den
kleinsten umschliessenden Kreis von P in erwarteter Zeit O(nlogn).

Beweis. Wir fithren zunachst einige Zufallsvariablen ein: mit T bezeichnen
wir die Anzahl Iterationen des Algorithmus und mit Xy die Anzahl Punkte
nach k Iterationen; X, = n.

Den Erwartungswert von X, konnen wir mit Hilfe von Lemma 3.28 leicht
abschatzen. Es gilt:

ZE[Xk | Xk =t] - PrXy_1 =t

E[Xy] =
t=0
Lemma 328 3
< CPr[Xe_; =
< ;<1+T+1>t rXe 1 =t
3 [e @]
_= . P 1 =
1+r+1> ;t X g = 1]
3

Per Induktion folgt somit (da Xy = n), dass E[X] < (1 + %)k ‘N,

Aus Lemma 3.26 wissen wir, dass es eine Menge Qo C P der Grosse 3
gibt, mit C(Qq) = C(P). Sobald daher Qo in der Menge Q, die der Algorith-
mus in einer Iteration wahlt, enthalten ist, wird der Algorithmus stoppen.
Falls der Algorithmus daher nach k Runden noch nicht terminiert hat, muss
mindestens einer der Punkte in Q, in k/3 der Runden ausserhalb von C(Q)
gelegen haben — was zu eine Verdopplung seiner Punkte gefiihrt hat. Mit
anderen Worten: wenn der Algorithmus nach k Runden noch nicht termi-
niert hat, so gibt es von mindestens einem der Punkte in Q, mindestens
2%/3 viele Kopien. Insbesondere gilt daher:

EXy =EX | T >k -Pr[T > K +E[X¢ | T< k] -Pr[T< k] > 2¥3.Pr[T > k].
x/3 >0
>2 2

Vergleichen wir beide Ungleichungen, die wir fiir [E[X,] erhalten haben, so
folgt

2¥3 . Pr[T > k] < E[X] < (14 *eon

T+ 1
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bzw. fiir v = 11 gilt Pr[T > k] < min{1, [(14-3/12)/2'3]*n} < min{1, 0.995*n}
und somit fiir kg = —log, go5 N:

ETl = ) PiT>K

k>

k
< ZO1 + ) 0.995n
k=1

k>k0

ko
k=kotk > 14+ 0.995% . 0.995%n
k=1 =1

K/>1
:ko

—  ke+O(1) < 200lnn+ O(1).

Dies ist die erwartete Anzahl Runden; fiir die Laufzeit miissen wir noch
mit n multiplizieren. O

Der Algorithmus, den wir in diesem Abschnitt vorgestellt haben, ist eine
Variation eines Algorithmus von Clarkson, siehe Beitrag im Taschenbuch
der Algorithmen'*. Man sollte hier auch erwahnen, dass es randomisierte
Algorithmen gibt, die C(P) in optimal linearer Zeit berechnen.

Das Sampling Lemma

Hinter dem Lemma 3.28 steckt ein einfaches allgemeines Prinzip, welches
wir noch ergriinden wollen. Dazu beginnen wir mit einer sehr allgemeinen
Definition.

Definition 3.30. Gegeben sei eine endliche Menge S, n := S|, und ¢
eine beliebige Funktion auf 2° in einen beliebigen Wertebereich. Wir
definieren

V(R) =Vy(R) = {s€S | ¢(RU{s} # d(R)}
X(R) =X4(R) = {s€R | ¢(R\{s}) # (R)}

4%, Welzl, Kleinster umschliessender Kreis (Ein Demokratiebeitrag aus der Schweiz?),
Taschenbuch der Algorithmen, (B. Vicking et al., Eds.), Springer-Verlag Berlin Heidel-
berg, eXamen.press, (2008) 385-388
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Elemente in V(R) nennen wir Verletzer von R, Elemente in X(R)
nennen wir extrem wn R.

Wir sehen, dass s € V(R) & s € X(RU{s}), eine Beziehung die im n&chsten
Beweis wesentlich sein wird. Unser Ziel ist zu verstehen, wie gross V(R) ist,
wenn R zufallig mit gegebener Grosse r gewahlt wird.

Beispiel Kleinste Zahl. Sei A C N, endlich, und fiir R C A sei ¢$(R) :=
min(R), mit min(0) := co. Es gilt X(R) ={min(R)} (fiir R # 0) und V(R) =
{a € A | a < min(R)}. Offensichtlich gilt fiir R # 0, dass |X(R)| = 1 und
|[V(R)| ist die Anzahl der Zahlen in A, die kleiner als min(R) sind, d.h.
I[V(R)|+1 ist der Rang von min(R) in A (der Rang von a € A ist der Index
von a in der aufsteigend sortierten Reihenfolge von A).

Beispiel kleinster umschliessender Kreis. Sei P eine endliche Punktemenge und
fiir R C P sei ¢p(R) := C(R) der kleinste umschliessende Kreis von R (mit
¢ (0) :=0). V(R) ist genau die Menge der Punkte ausserhalb C(R) und wir
haben gesehen, dass |[X(R)| < 3.

Das Sampling Lemma setzt die erwartete Anzahl verletzender Elemente
in Bezug zur Anzahl extremer Elemente. Wir verwenden im Beweis folgende
einfache Tatsache: Sei G = (A U B, E) ein bipartiter Graph mit E C {{a, b} |
a € A,b € B}. Dann ist der Durchschnittsgrad!® der Knoten in A mal |A|
genau |E|.

Lemma 3.31 (Sampling Lemma). Sei k € N, 0 < k < n. Wir setzen
v := E[[V(R)]] und x« := E[X(R)|], wobei R eine k-elementige Teil-
menge von S ist, zufallig gleichverteilt aus (S) Dann gilt fiir r € N,

k
0<r<n, v -
T IS

n—r r+1°

Bewers. Wir definieren einen bipartiten Graph wie folgt: Die Knoten sind
(S> U ( S ) mit den Kanten {R,RU{s}}, R € (f), s verletzt R (d.h. ¢(R) #

T T+1

d(RU{s})). Folglich ist der Grad des Knoten R € (f) in dem Graph genau
|[V(R)| und die Anzahl der Kanten des Graphen ist genau (Tr‘)vr.

5Das ist I%\ > acn deg(a).
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Beachte nun, dass die Kanten dieses Graphen genau die Paare {Q\{s}, Q}
sind mit Q € ( S ) und s extrem in Q (d.h. $(Q \ {s}) # &(Q)). Der Grad

r+1

von Q € ( X ) ist folglich [X(Q)| und die Anzahl der Kanten des Graphen

r+1
ist genau (:L)XTH.
Wir haben (?)vr = (rL)xT gezeigt und das Lemma folgt aus der einfa-
chen Identidt ( n )/(“) = nr 0

r+1 T T+

Korollar 3.32. Wahlen wir r Elemente R aus einer Menge A von n
Zahlen zufallig, dann ist der erwartete Rang des Minimums von R in
_ _ n+l
A genau T4 +1 =15
Wahlen wir r Punkte R aus einer Menge P von n Punkten in
der Ebene zufallig, dann ist die erwartete Anzahl von Punkten aus P

ausserhalb von C(R) hochstens 3%

3.2.2 Konvexe Hiille

Wir haben bereits bei den Fliissen konvexe Mengen kennengelernt. Ahn-
lich wie beim kleinsten umschliessenden Kreis kann man auch nach der
kleinsten konvexen Menge fragen, die eine gegebene Teilmenge S des R¢
enthalt.

Definition 3.33. Sei S C R¢, d € N. Die konveze Hiille, conv(S), von
S ist der Schnitt aller konvexen Mengen, die S enthalten, d.h.

conv(S) := m C.

SCCCR4, C konvex

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die konvexe Hiille immer
selbst wieder konvex ist, also tatsachlich die kleinste konvexe Menge ist,
die S enthalt.

Wir beschrianken uns auf die Ebene (R?) und die Berechnung der kon-
vexen Hiille einer endlichen Menge P, n := |P| > 3. Der Einfachheit halber
nehmen wir an, dass P in allgemeiner Lage ist, d.h. keine drei Punkte auf
einer Geraden liegen und dass keine zwei Punkte die gleiche x-Koordinate
haben. Wir gehen spater noch auf diese wesentliche Einschrankung ein,
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vorerst wollen wir uns aber nicht von Spezialfallen ablenken lassen und uns
auf die algorithmischen Gesichtspunkte konzentrieren.

Fir eine endliche Punktemenge P in der Ebene wird die konvexe Hiille
durch ein Polygon, der Rand von conv(P), bestimmt, dessen Ecken Punkte
aus P sind. Wenn wir von der Berechnung von conv(P) sprechen, so meinen
wir die Bestimmung der Folge

(CI0>CI1>--->CIh—1)> hSTL, (33)

der Ecken dieses Polygons, beginnend bei einer beliebiger Ecke qy und dann
entgegen dem Uhrzeigersinn entlang dieses Polygons.

Abbildung 3.6: Punktemenge P = {p1, p2, P3, P4, P5, Ps, P7} mit dem Polygon
(p4, P1,Ps5, P7), Welches conv(P) umrandet.

Sei ein geordnetes Paar qr, q,r € P mit q # r, Randkante von P, falls
alle Punkte in P\{q, v} links von qr, d.h. auf der linken Seite der gerichteten
Geraden durch q und r, gerichtet von ¢ nach v, liegen.’® Offensichtlich
miissen in der Folge (3.3) oben alle Paare q;_1qi,1 = 1,2,...,h, Randkanten
von P sein (wir verstehen Indizes modh). Tatsdchlich charakterisiert das
schon die giiltigen Ergebnisse fiir unser Problem.

Lemma 3.34. (qo,q1,--.,qn_1) ist die Eckenfolge des conv(P) umschlies-
senden Polygons gegen den Uhrzeigersinn genau dann, wenn alle Paa-
re (qi-1,9i), i=1,2,...,h, Randkanten von P sind.

16Falls ein Punkt s links (rechts) von qr liegt, so nennen wir (q,1,s) einen leftturn
(rightturn).
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Offensichtlich ist die Frage, ob ein Punkt p links (oder rechts) von qr liegt
flir uns wichtig. Mit Hilfe der linearen Algebra und insbesondere Determi-
nanten ist diese Frage algorithmisch aus den Koordinaten der Punkte leicht
zu beantworten (hier ohne Beweis).

Lemma 3.35. Seien p = (px,py), 9 = (qx, qy), und T = (7, 7y) Punkte
in R%. Es gilt q # 7 und p liegt links von qr genau dann, wenn

Px Py | _ _
det(p,q,7) = | dx qy 1|= f"_g" fy_gy >0
Ty Ty 1 P

= (qx_Px)(Ty_py) > (qy_py)(rx_px)

Genauer gesagt, ist %I det(p, g, )| die Flache des Dreiecks pqr, wobei das
Vorzeichen bestimmt, wie die Punkte p,q,r den Rand dieses Dreiecks
durchlaufen. Falls det(p,q,r) > 0, dann passiert das gegen den Uhrzei-
gersinn!” und p ist links von qr. det(p,q,r) = O zeigt an, dass die drei
Punkte auf einer gemeinsamen Gerade liegen?'®.

Basierend auf Lemma 3.34 konnen wir einen ersten Algorithmus zur
Bestimmung der konvexen Hiille angeben: Gehe durch jedes der n(n — 1)
geordneten Paare qr, und priife, ob dies eine Randkante ist, indem man
fiir alle n — 2 Punkte p in P \ {q, 1} feststellt, ob p links von qr liegt. So
haben wir die Randkanten in O(n®) gefunden, die wir nur mehr richtig
aneinanderreihen miissen.

Einwickeln

Den ersten Ansatz wollen wir nun verbessern. Sei qo der Punkt mit klein-
ster x-Koordinate in P (der ist eindeutig auf Grund unserer Annahme zur
allgemeinen Lage von P). qo ist sicher eine Ecke der konvexen Hiille, also
Teil der gesuchten Folge und wir konnen insbesondere die Folge auch mit
do beginnen. Was ist nun der Punkt q;, der mit q, eine Randkante qoq; bil-
det? Dazu rufen wir die Funktion FINDNEXT(qo) auf, die uns genau dieses
qy liefert.

17Gegen den Uhrzeigersinn gilt in der Mathematik als die positive, bzw. “normale”
Orientierung, man denke etwa an die Nummerierung der Quadranten in der Ebene.
8Das beinhaltet den Fall, dass zwei der Punkte, oder alle drei gleich sind.
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FINDNEXT(q)
: Wahle py € P\ {q} beliebig
* Qnext < Po

: forall p € P\ {q,po} do
if p rechts von qquext then quext ¢ P

return (pext

Wir sollten uns bewusst machen, warum das funktioniert. Der Algorith-
mus erinnert uns an das Finden des Minimums einer Menge von Zahlen.
Tatsachlich konnen wir, gegeben q € P, eine Relation <4 auf P\ {q} mittels

P1 <q P2 & P1 rechts von qp;
definieren und es gilt:
Lemma 3.36. Ist q eine Ecke der konvexen Hiille von P, so ist die

Relation <, eine totale Ordnung auf P\ {q}. Fiir das Minimum pu;s
dieser Ordnung gilt, dass qpmin €ine Randkante ist.

q

Abbildung 3.7: Totale Ordnung ps <q P2 <q Ps <q P1 <q P3 <q P5- (P4 ist
Randkante.

Die wesentliche Eigenschaft, die sich aus “q eine Ecke der konvexen
Hiille von P” ergibt, ist, dass es eine Gerade gibt, die q von P \ {q} trennt.
Ist dies nicht moglich, so ist die Relation <, zyklisch, also definitiv keine
totale Ordnung und der Algorithmus FINDNEXT liefert einen beliebigen
Punkt in P\ {q}.

Nun kénnen wir mittels FINDNEXT(q;) den Punkt q, finden, der die
Randkante q;q; bildet, usw., bis wir wieder bei qo angelangt sind. Wir
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haben den sogenannten Jarvis’ Wrap Algorithmus (Einwickelalgorithmus)
gefunden.

JARVISWRAP(P)

:h«20

. Pnow ¢ Punkt in P mit kleinster x-Koordinate
: repeat

1
2
3
4 dh < Pnow

5: Pnow — FINDNEXT(qp)
6

7

8

h—h+1
: until Prow = qo
: return (qo, g1, - -+, Gn-1)

Jeder Aufruf der Funktion FINDNEXT bendtigt O(n) Zeit, und wir rufen
diese genau h-mal auf. Daraus ergibt sich sofort folgendes Ergebnis.

Satz 3.37. Gegeben eine Menge P von n Punkten in allgemeiner Lage
in R?, berechnet der Algorithmus JARVISWRAP die konvexe Hiille in
Zeit O(nh), wobei h die Anzahl der Ecken der konvexen Hiille von P
ist.

Dieser Algorithmus ist sehr schnell fiir h klein (z.B. wenn die konvexe
Hiille ein Dreieck ist, ist der Algorithmus linear), und im schlimmsten Fall
h = n haben wir immerhin die erste O(n?) Schranke auf O(n?) verbessert.
Bevor wir diese quadratische Schranke verbessern, widmen wir uns kurz
den Spezialfallen und Fragen der Implementierung.

Spezialfdlle und Implementierung. Geometrie ist anschaulich, der JARviS-
WRAP Algorithmus ist wirklich einfach und man ist vielleicht versucht, den
Algorithmus sofort zu implementieren. Dabei tritt sofort die Frage nach der
“allgemeine Lage” Annahme auf. Haben wir es mit einer beliebigen Menge P
zu tun, also mit Kollinearitdten (mehr als zwei Punkte auf einer gemeinsa-
men Geraden) oder mehreren Punkten gleicher x-Koordinate, ist folgendes
zu beachten.

1. Der Anfangspunkt qo: Wir wahlen qo als den Punkt mit kleinster
x-Koordinate, und wenn es mehrere Punkte mit gleicher kleinster x-
Koordinate gibt, den unter denen mit kleinster y-Koordinate, d.h.
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Abbildung 3.8: Totale Ordnung bei moglichen Kollinearitaten: ps <4 p7 <q
P2 <q P6 <q P1 <q P5 <q P8 <q P3- qp4 ist Randkante.

den lexikographisch kleinsten Punkt in P. Dieser Punkt ist immer
Ecke der konvexen Hiille.

)

2. Der Test “p rechts von qqnex” muss ersetzt werden durch (p rechts
VO ((next) Oder (p auf der Geraden durch qquext und |qp| > |qqnext!);
kompakt:

(det(p»qa qnext) < 0) vV (det(p» q) qnext) = OA |qp’ > ’qqnext’) .

3. Wie bekommen wir P gegeben? In der Regel als Array, wobei wir kei-
ne Garantie haben, dass alle Punkte verschieden sind. Wir konnten
natiirlich in einem ersten Schritt Doubletten entfernen. Dazu brau-
chen wir aber ©(nlogn) Zeit (indem wir die Folge lexikographisch
sortieren und dann die sortierte Folge auf Wiederholungen priifen).
Dann verlieren wir aber die Linearzeit des JARVISWRAP bei h = O(1).
Es gentigt aber in der Funktion FINDNEXT bei der Wahl von p, auf
Po # g zu achten. Und beim Test “pnrow = (o’ muss man achten,
dass man nicht die Array-Indizes von ppow und qo vergleicht, son-
dern tatsichlich die Punkte!®. Sonst lduft man moglicherweise in eine
unendliche Schleife.

Neben den gerade diskutierten Spezialfallen treten auch numerische Pro-
bleme auf. Der Test “(qx — px)(ry — Py) > (qy — py)(rx — Ppx)” ist in einer
Implementierung mit floating point nicht exakt, insbesondere auch, wenn

19 Alternativ kann man am Anfang einmal das Array nach Doubletten von qo durchsu-
chen und entfernen.
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man auf Gleichheit abfragt. Der Gleichheitstest macht in floating point
nach arithmetischen Operationen eigentlich schlichtweg keinen Sinn. Da-
bei geht es weniger darum, dass unser Ergebnis absolut exakt ist. Oft ist
die Eingabe schon mit numerischen Ungenauigkeiten behaftet, weshalb wir
auch in der Ausgabe mit kleinen Ungenauigkeiten leben konnen. Aber das
Problem ist, dass wir wegen dieser Ungenauigkeiten beim JARVISWRAP am
Startpunkt “vorbeilaufen” konnen.

Es empfiehlt sich daher, einen exakten Datentyp zu verwenden, wie er
in verschiedenen Programmbibliotheken angeboten wird.

Lokal Verbessern

Wir kehren zuriick zu unserer Annahme, dass unsere Punktemenge in all-
gemeiner Lage ist. Unser nachster Ansatz ist mit einem Polygon

(T(),T‘],...,Tk_1)

mit Ecken aus P zu beginnen und dieses Polygon sukzessive zu “korrigie-
ren”, wann immer wir ein Problem sehen. Sollte diese Folge tatsachlich eine
konvexe Menge gegen den Uhrzeigersinn umranden, dann muss sicher gel-
ten, dass r; rechts von r; 71y liegt, fiir alle i = 0,1,...,k — 1 (Indizes
modk). Ist r; links von r;_17i,1, entfernen wir r; einfach aus der Folge, bis
wir keinen solchen Defekt mehr entdecken.

Abbildung 3.9: Eine lokal konvexes Polygon durch alle Punkte von P.

Als kleine Warnung: Ist in der Folge kein solcher Defekt zu entdecken,
heisst das noch lange nicht, dass wir das richtige Polygon gefunden haben.
Offensichtlich wissen wir nicht, dass das Polygon die Menge P umschliesst.
Aber selbst wenn etwa jeder Punkt in P in der Folge auftritt, konnen wir
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nicht sicher sein. Es kann sein, dass wir einen geschlossenen lokal konve-
xen Polygonzug haben, der sich selbst schneidet, siehe Abb. 3.9. Richtig
eingesetzt wird uns die Grundidee aber gute Dienste leisten.

Als erstes sortieren wir P aufsteigend nach x-Koordinate; sei (p1,p2y ..., Pn)
die sich ergebende Reihenfolge. Betrachten wir das Polygon

(phpb---)pnfhpmpnfh---apZ) )

d.h. wir durchlaufen P einmal von links nach rechts und dann wieder zuriick
von rechts nach links. Das Polygon hat 2(n — 1) gerichtete Kanten. Nun
beginnen wir mit dem lokalen Verbessern dieses Polygons, sieche Abb. 3.10.
Dabei wird sowohl p; wie auch p, sicher nie entfernt, und zu jedem Zeit-
punkt teilt sich die Folge in einen Teil der x-monoton von p; nach p,, lauft,
und einen zweiten Teil der dann von p,, zuriick nach p; lduft (man erinnere
sich, dass wir implizit immer das erste Element der Folge auch am Ende
der Folge sehen, so dass sich das Polygon schliesst).

Abbildung 3.10: Das links-rechts-links Polygon durch P, und lokale Verbes-
serungsschritte (in unorganisierter Reihenfolge) bis zum Polygon, welches
conv(P) umrandet.

Kimmern wir uns vorerst nicht um die konkrete Implementierung un-
seres Algorithmus, z.B. in welcher Reihenfolge wir die Tests durchfiih-
ren, sondern sehen wir das sukzessive lokale Verbessern einfach als nicht-
deterministischen Prozess. Ein Verbesserungsschritt sei definiert als die
Operation, bei der wir fiir drei aufeinanderfolgende Punkte p,p’,p” fest-
stellen, dass p’ links von pp” liegt und wir p’ deshalb aus der Folge entfer-
nen. Dabei vergrossert sich das vom Polygonzug umrandete Gebiet genau
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um das Dreieck pp’p”. Behalten wir alte Kanten in der Zeichung, wie in
Abb. 3.10, bekommen wir am Ende eine sogenannte Triangulierung®® der
Punktemenge P.

Bevor wir eine konkrete Organisation der Verbesserungsschritte prasen-
tieren, widmen wir uns diesen Triangulierungen.

Ebene Graphen und Triangulierungen

Definition 3.38. Ein Graph G = (P,E) auf P heisst eben, wenn sich
die Segmente pq := conv({p, q}) der Kanten {p, q} € E hochstens in
ihren jeweils gemeinsamen Endpunkten schneiden. Entfernen wir die
Segmente pq, {p,q} € E, aus R?, so nennen wir die entstehenden
zusammenhangenden Gebiete die Gebiete von G. Die beschrankten
Gebiete nennen wir innere Gebiete, das unbeschrankte (unendliche)
Gebiet das dussere Gebuet.

Ein Graph T = (P, E) auf P heisst Triangulierung von P, falls T
eben ist und maximal mit dieser Eigenschaft ist, d.h. das Hinzufiigen
jeder Kante G) \ E zu T verletzt die Eigenschaft “eben”.

Wir beobachten, dass die Gebiete eines ebenen Graphen G auf P bis auf
genau eines beschrankt sind, siehe Abb. 3.11. Die inneren Gebiete einer
Triangulierung sind alle Dreiecke?!; das einzige aussere Gebiet ist das Kom-
plement von conv(P) in R? und liegt genau an den Randkanten von P an.

Lemma 3.39. Sei h die Anzahl der Ecken der konvexen Hiille von P.
Der lokale Verbesserungsprozess macht genau 2n — 2 — h Verbesse-
rungsschritte und erzeugt eine Triangulierung mit 2n —2 —h inneren
Dreiecken und 3n — 3 — h Kanten.

29Triangulierungen spielen eine wichtige Rolle in Computergraphik, geographischen
Informationssystemen, Numerik, Mathematik, etc. Will man etwa ein Gelande aus Mes-
spunkten (x,y,z) € R3 rekonstruieren, so projiziert man die Punkte in die x-y-Ebene
((xyy,2) — (x,y)), bestimmt eine Triangulierung der Punkte in der Ebene, und “liftet”
die entstandenen Dreiecke wieder in den R3.

21Jedes andere Gebiet kann man durch Segmente weiter unterteilen, was der Maxima-
litatseigenschaft widerspricht.
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G T1 TQ

Abbildung 3.11: Ein ebener Graph G und zwei Triangulierungen T; und
T, einer Punktemenge, wobei T; die sich aus dem Prozess in Abb. 3.10
ergebende Triangulierung ist. Der ebene Graph G hat zwei innere Gebie-
te (schattiert) und ein dusseres Gebiet (der nicht schattierte Rest). Beide
Triangulierungen haben 6 innere Gebiete, alles Dreiecke.

Bewesis. (i) Anzahl Schritte: Wir beginnen mit einem Polygon mit 2n — 2
gerichteten Kanten. In jedem Verbesserungsschritt werden zwei alte ge-
richtete Kanten durch eine neue ersetzt, d.h. es gibt genau eine gerichtete
Kante weniger. Da wir am Ende h gerichtete Kanten haben, sind wir genau
2n — 2 — h Schritte durchlaufen.

(ii) Anzahl Dreiecke der Triangulierung: Wir beginnen mit 0 Dreiecken,
jeder Verbesserungsschritt erzeugt ein neues Dreieck. Da wir 2n —2 — h
Schritte durchlaufen, haben wir am Schluss genau 2n — 2 — h Dreiecke.

(iii) Anzahl ungerichteter Kanten der Triangulierung: Wir beginnen fiir
die Triangulierung mit n — 1 ungerichteten Kanten (hier zdhlen wir die
Kanten nicht doppelt fiir die beiden Richtungen) und fiigen in jedem Schritt
eine Kante hinzu, also haben wir am Ende (n—1)4(2n—2—h) =3n—3—h
Kanten.

(iii’) Fiir die Anzahl der Kanten konnen wir uns alternativ iiberlegen,
dass jedes der 2n — 2 — h Dreiecke drei Kanten hat, die — abgesehen von
den h Randkanten — an jeweils zwei Dreiecken anliegen. Beriicksichtigen
wir noch das dussere Gebiet R? \ conv(P) mit seinen h Kanten, haben wir
jede Kante genau zweimal gezahlt. Folglich ist die Anzahl der Kanten

l(3(2n—2—h)+ \}L/ )=3n—-3—h.

N— .
Anzahl Dreiecke unendl. Gebiet

O

An der Stelle fragen wir uns, ob jede Triangulierung T von P genau 2n—2—h
innere Dreiecke und genau 3n — 3 — h Kanten hat, oder ob man dies nur
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fir Triangulierungen behaupten kann, die aus unserem lokalen Verbesse-
rungsprozess entstehen. Dazu zeigen wir erst eine wichtige Identitat fiir alle
ebenen Graphen.

Lemma 3.40. (Euler Relation) Sei G = (P, E) ein ebener Graph auf P
mit v := |P| Knoten, e := |E| Kanten, f Gebieten (inkl. des dusseren
Gebiets), und ¢ Zusammenhangskomponenten. Dann gilt

v—e+f=1+c. (3.4)

Beweis. Die Aussage gilt sicher, wenn E = (, da es dann v Zusammen-
hangskomponenten und genau ein Gebiet gibt, es gilt also v—e+f = v—0+1
und T+c=1+v.

Nehmen wir an, dass E # (0 und entfernen wir eine Kante g € E, was
einen Graph G':= (P,E\ {g}) ergibt, der sicher wieder eben ist. Unser Ziel
ist zu zeigen, dass die Giiltigkeit der Gleichheit (3.4) durch diese Operation
nicht betroffen ist. Seien v/, e/, ', ¢’ die den v, e, f, ¢ entsprechenden Werte
fiir G'. Wir wollen also

vi—e' +f'—(1+c)=v—e+f—(1+¢) (3.5)

beweisen. Sicher gilt v/ =v und e’ = e — 1. Was passiert mit f’ und c¢’?
Wir wahlen die Kante g nicht beliebig. Wenn moglich, sei g Teil eines
Kreises in G. Ist dies nicht moglich, sind alle Zusammenhangskomponenten
Baume und wir wahlen g so, dass es zu einem Knoten vom Grad 1 (ein
Blatt) inzident ist** (was moglich?® ist, weil wir E # () voraussetzen).

Fall 1. g 1st Kante auf etnem Kreis in G. Dann andert sich die Anzahl
der Zusammenhangskomponenten nicht, d.h. ¢/ = c¢. Und der Kreis trennt
die beiden Seiten von g, daher liegt g an seinen beiden Seiten?* zwei ver-
schiedenen Gebieten von G an, die in G’ zu einem Gebiet verschmelzen, d.h.
f' = f—1. Es folgt (3.5), weil v'—e'+f'—(1+c') =v—(e—1)+(f—1)—(1+c).

22Diese Einschrankung auf zu Blattern inzidenten Kanten ist nicht wesentlich, macht
aber unsere Argument einfacher.

23Zur Erinnerung: Jeder nichtleere Baum hat mindestens zwei Blatter.

24Wir identifizieren hier die kombinatorische Kante {p,q} € (}) bisweilen mit dem

geometrischen Liniensegment pq.
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Fall 2. g 1st zu etnem Knoten p vom Grad 1 in G wnzident. Dann gilt
sicher ¢’ = ¢+ 1. Und die beiden Seiten von g liegen den gleichen Gebieten
von G an, weil wir von der einen Seite des Segments g entlang von g und
dann um p herum auf die andere Seite gelangen, ohne eines der Kanten
von G zu kreuzen. Das heisst, es gilt f' = f. (3.5) folgt leicht.

Durch sukzessives Entfernen von Kanten folgt nun, dass (3.4) fiir G gilt
gdw. es fiir den leeren Graph (P,0) gilt, wovon wir uns schon iiberzeugt
haben. ]

Korollar 3.41. Sei P eine Menge von n > 3 Punkten in allgemeiner
Lage in R? und sei h die Anzahl der Kanten von conv(P). (i) Jede
Triangulierung T von P hat genau 3n — 3 — h Kanten und genau
2n—2—h innere Gebiete. (ii) Jeder ebene Graph G auf P hat hochstens
3n—3—h < 3n—6 Kanten und héchstens 2n—2—h < 2n—>5 innere
Gebiete.

Bewess. (i) Sei f die Anzahl der Gebiete von T. f — 1 der Gebiete sind
innere Gebiete, Dreiecke. Das aussere Gebiet liegt an h Kanten an. Die
Anzahl der Kanten ist folglich %(3(1’ —1)+h). Da T zusammenhangend ist,
gilt wegen (3.4), dass

n—;(3(f—1)+h)—|—f:2 Sf=2n—1—h

und die Anzahl der inneren Gebiete ist 2n — 2 —h. Daraus ergibt sich auch
die Anzahl der Kanten mit

;(3(f—1)+h) 2;(3(Zn—1 —h—-1)+h)=3n—-3—-h.

Ausserdem gilt wegen n > 3 und allgemeiner Lage, dass h > 3.

(ii) Die Schranken fiir G ergeben sich, weil Triangulierungen maximale
ebene Graphen sind, und durch Hinzufiigen von Kanten in einem ebenen
Graph nicht nur die Anzahl der Kanten steigt, sondern auch die Anzahl
der Gebiete nicht reduziert werden kann. [

Triangulierungen (und ebene Graphen im Allgemeinen) sind also diinne
Graphen mit O(n) Kanten.
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Planare Graphen. Die Definitionen wie oben werden in der Graphentheorie
allgemeiner betrachtet: Ein Graph heisst planar, wenn man ihn in der
Ebene so zeichnen® kann (wobei Kanten als ihre Endpunkte verbindende
Kurven realisiert werden konnen), dass sich keine zwei Kanten kreuzen. Ein
ebener Graph ist ein planarer Graph zusammen mit einer Zeichnung ohne
Kreuzung.

Unsere Ergebnisse oben (obere Schranken von 3n—6 fiir die Anzahl von
Kanten bzw. Euler Relation) gelten fiir planare bzw. ebene Graphen genau
so. Eine wichtige Familie planarer Graphen erhalt man aus den Kantengra-
phen konvexer Polytope in R® (Tetraeder, Wiirfel, Oktaeder, etc.). Deshalb
heisst die Euler Relation auch Eulersche Polyederformel: In einem kon-
vexen Polytop in R? gilt immer: #FEcken minus #Kanten plus #Seiten ist
immer 2; z.B. 4 — 6 +4 = 2 fiir den Tetraeder oder 8 — 12 4+ 6 = 2 fiir den
Wiirfel. Tatsachlich sind Begriffe wie z.B. “Kanten” in der Graphentheorie
aus der Geometrie motiviert.

Lokales Verbessern — Organisiert

Wir kehren nun zum lokalen Verbessern zuriick und beschreiben eine kon-
krete Realisierung, wobei wir die Verwendung verketterter Listen vermei-
den wollen, wie auch die anfangliche doppelte Speicherung der Punkte.

Betrachten wir die nach x-Koordinate sortierte Folge (pi,p2y...,Pn)
(gespeichert in einem Array) und unser Ziel ist die Berechnung der kon-
vexen Hiille (qo, q1y...,qn_1) (wieder in einem Array). Fiir i = 2,3,...,n
bestimmen wir die untere konvexe Hiille von {pi,pz,...,pi} und speichern
sie in (qo, q1,.--,qn), Wobei qn = p; gelten muss. Dann erweitern wir diese
Folge um p;,; und verbessern sie lokal, indem wir die Folge (qo, q1,-..,qn)
beginnend mit qy zuriicklaufen, bis wir die Tangente von p;;; an diese Folge
gefunden haben; jeder Schritt zuriick ist eines unserer Verbesserungsschrit-
te. Sind wir bei i = n angelangt, wiederholen wir das ganze von rechts nach
links fiir die obere konvexe Hiille. Wir fassen das Vorgehen im Algorithmus
LocALREPAIR zusammen, siehe auch Abb. 3.12.

25Man sagt auch: “in der Ebene einbetten”.
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LOCALREPAIR(P1,P2y++ -5 Pn)

> setzt (p1,p2,...,Pn), N > 3, nach x-Koordinate sortiert, voraus

1. qo < P1

2. he«0

3: for i+ 2 tondo > untere konvexe Hiille, links nach rechts
4: while h > 0 und qy links von qy_;p; do

5: he—h-—1

6: h—h+1

7: gn ¢ Pi > (qoy--.,qn) untere konvexe Hiille von {py,...,pi}
8 h'+—h

9: fori < n—1 downto 1 do > obere konvexe Hiille, rechts nach links
10: while h > h' und qy links von q;_;p; do
11: h«—h-—1
12: h«—h+1
13: dn < Pi
14: return (o, q1,-..,qn_1) > Ecken der konvexen Hiille, gg. Uhrzeigersinn

Jeder erfolgreiche Test “h > 0 und gy links von qn_1p;” erzeugt ein
neues Dreieck, d.h. wir wissen, dass es genau 2n — 2 — h davon gibt. Dazu
gibt es genau einen erfolglosen Test fiir jedes neue pi, i = 2,3,...,n, bei
der unteren konvexen Hiille, und jedes neue neue p;,i=n—1,n—2,...,1,
bei der oberen konvexen Hiille. Das macht zusatzliche 2(n—1) solche Tests.
Insgesamt also 4n—4 —h Tests. Wir erhalten so also eine sehr genau lineare
Schranke fiir den LOCALREPAIR Algorithmus.

Satz 3.42. Gegeben eine Folge pi,p2,...,pn nach x-Koordinate sor-
tierter Punkte in allgemeiner Lage in R?, berechnet der Algorithmus
LocALREPAIR die konvexe Hiille von {p1,pz,...,pn} in Zeit O(n).

Das heisst, inklusive vorbereitendes Sortieren haben wir einen O(nlogn)
Algorithmus, der asymptotisch schneller als JARVISWRAP ist, es sei denn
h = o(logn). Auch ist es relativ leicht, Punkte gleicher x-Koordinate (sor-
tiere lexikographisch) und Kollinearitdten miteinzubeziehen. Wiederholun-
gen von Punkten kann man nach dem Sortieren entfernen. Numerische
Probleme konnen Ungenauigkeiten hervorrufen, aber man kann deswegen
nicht in eine unendliche Schleife zu laufen.
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Abbildung 3.12: Illustration des LOCALREPAIR Algorithmus. (1) (qo, 91, q2)
nach i = 5 bei links nach rechts. (2) (qo, q1) nach Erweiterung auf i = 6.
(3) (qoy---,9s5) nach i = 6 bei rechts nach links. (4) (qo,...,q7) nach
Beendigung des Algorithmus, mit Ausgabe (qo, ..., qe).

Geht es besser? Konvexe Hiille kann nicht schneller als Sortieren gelost wer-
den. Dazu betrachte man eine Folge (x1,X2,...,X,) von Zahlen in R. Wir
setzen p; = (xi,x?), i = 1,2,...,n. Das heisst, wir betten die x;’s auf der
x-Achse im R? ein und projizieren diese Punkte vertikal auf die Einheitspa-
rabel y = x?. Berechnen wir jetzt die konvexe Hiille von P := {p1,p2,...,Pn}
in unserem Sinn, d.h. als sortierte Folge der Ecken der konvexen Hiille so er-
gibt sich daraus (in linearer Zeit) auch die aufsteigend sortierte Reihenfolge
der x;’s. Wir haben eine sogenannte Reduktion gezeigt: Kann man konvexe
Hiille in t(n) berechnen, so kann man in t(n) + O(n) Zeit sortieren. Trotz-

T3

Abbildung 3.13: Vertikale Projektion auf die Einheitsparabel y = x?.

dem haben wir gesehen, dass es fiir spezielle Eingaben (z.B. Punktemengen
mit konvexen Hiillen mit wenig Ecken) schnellere Algorithmen geben kann.



