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1 Folgen und Reihen

1.1 Konvergenzbeweis mit c-Definition

In der Vorlesung haben wir folgende Definition gelernt:

Definition 1.1. Sei (ap)nen € R eine Folge.

(an)nen konvergiert gegen a < lim a, =a < Ve > 03ngVn > ng : la, —al <e
n— 00

Falls wir Konvergenz mithilfe dieser Definition zeigen wollen, kénnen uns folgende Beobachtungen helfen,
die Beweise zu verkiirzen und vor allem: Sie einfacher zu machen!

Behauptung 1.1

Wir diirfen 0.B.d.A annehmen, dass £ von oben durch eine Konstante C' € R (welche wir frei wihlen
diirfen) beschrénkt ist. Formal:

AC >0Ve € (0,C] IngYn>ng : |lap, —al <e = Ve>03IngVn>ng:|a, —al<e
(1) (2)

Beweis. Sei € > 0 beliebig.
Falls 0 < e < C, dann folgt aus (1), dass Ing ¥n > ng : lap, —a|<e V

Falls 0 < C < ¢, dann wihle ein g1 € (0,C] und erhalte (wieder wegen (1)) ein ng(e1) so dass
Y > ng(e1) : lan — al < ey.

Fiir unser £ > 0 wihlen wir jetzt einfach ng := ng(e1) und es gilt: |a, —a|] <e1 <e (Yn>ng) v O

Behauptung 1.2

Wir miissen beim abschétzen nicht ein “isoliertes” e auf der rechten Seite erhalten (wie in der
Definition), es reicht auch wenn das e mit einer positiven konstanten multipliziert wird. Formal:

ACVe>03dngVn >ng:la, —a|<C-e = Ve>03IngVn>ng:la, —al<e
(1) (2)

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Aus (1) folgt fiir 9 := & > 0 dass: Ing Vn > ng : [a, —a| <¢ O

Wie machen wir davon Gebrauch? Angenommen wir wollen zeigen, dass eine Folge (a,)nen gegen einen
Wert a konvergiert und wir wollen die Konvergenz mittels obiger Definition zeigen. Wir beginnen mit
dem Satz “Da uns fiir die Konvergenz nur sehr kleine e-Werte interessieren, nehmen wir 0.B.d.A. an, dass
e < 1.7 (Die 1 ist ein Wert der sich natiirlich hiufig gut eignet, er kann aber auch eine beliebige andere,
positive reelle Zahl sein. ) Falls wir dann eine Abschéitzung der Form

lap, —al<...<C-e (C>0)

erhalten, dann erkldre den Beweis fiir beendet mit der Begriindung: “Da wir € beliebig klein wé&hlen
konnen, wird auch C - € beliebig klein.”



Hands-On 1
1.1. Beweis von Satz 2.1.8 Seien (ap)nen, (bn)nen € R konvergente Folgen mit lim a, =
n— oo

a, lim b, = b. Zeige:
n—oo

(a) lim (an-b,) = (lim a,)-(lim b,)

n—oo n—oo n—oo
lim a,
(b) lim g2 = =p=3n (b#£0#by,neN)

n— oo

1.2. Challenge

(a) Sei (an)n>1 eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Zeige, dass dann das arithmetische Mittel

der Folge (an)n>1 ebenfalls gegen a konvergiert.

(b) Nenne ein Beispiel einer divergenten Folge, deren arithmetisches Mittel konvergiert.

1.2 Allgemeine Konvergenzkriterien

Definition 1.2. Sei (a,)neny € R eine Folge.
1. Die Folge ist monoton wachsend falls : Yn € N an41 > ay
2. Die Folge ist strikt monoton wachsend falls : ¥Yn € N  a,411 > ay,
3. Die Folge ist monoton fallend falls : Yn € N an41 < ay

4. Die Folge ist strikt monoton fallend falls : Yn € N an41 < ay

Es gibt mehrere Moglichkeiten zu zeigen dass eine Folge (ay,)nen monoton ist :

1. Man definiert eine neue Folge (b, )nen mit b, = ap+1 — a,  Vn € N, man kann dann zum Beispiel
zeigen dass (an)nen strikt monoton wachsend ist indem man zeigt dass alle Glieder von (by,)nen
strikt positiv sind.

2. Falls alle Glieder der Folge strikt positiv sind, kann man eine neue Folge (b,)nen definieren mit
b, = L

= Vn € N, falls jetzt Vn € N : b, > 1 50 ist (a,)neny monoton wachsend. Es gelten &hnliche
Aussagen wenn alle Glieder von (ay,)nen strikt negativ sind oder wenn b,, immer (strikt) kleiner als

1 ist.
3. Eine andere Moglichkeit ist ein Induktionsbeweis iiber N.

Wir geben jetzt zwei Konvergenzkriterien an die man dann auch als Konvergenzkriterien fiir Reihen
umschreiben kann.

Kriterium 1: Der Satz von Weierstrass

1. Sei (an)neny monoton wachsend und nach oben beschrinkt : so konvergiert (a,)neny mit
Grenzwert lim a, = sup{a, : n € N}
n—oo

2. Sei (ay)neny monoton fallend und nach unten beschrinkt : so konvergiert (a,)nen mit Grenz-

wert lim a, = inf {a, : n € N}
n— 00




Kriterium 2: Cauchy Kriterium
Die Folge (ay,)nen ist genau dann konvergent, falls

Ve >0,IN >1:|ap —am| <e VYn,m>N

1.3 Konvergenz von induktiven Folgen
Eine Folge wird induktiv definiert und hat z.B. die Form:
ap:=C (CeR), ant1:=flan) (Yn>1)

“Typische Priifungsfrage”. Vorteil: Aufgaben dieser Art lassen sich wunderbar nach einem “Kochrezept”
16sen. Generell gibt es zwei sinnvolle Ansétze:

Variante 1: Versucht eine geschlossene Form der Folge zu finden und untersucht das Konvergenzver-
halten/berechnet den Grenzwert mit den iiblichen Kriterien aus der Vorlesung.

Variante 2:
1. Zeige, dass die Folge monoton wachsend/fallend ist.
2. Zeige, dass die Folge beschrankt ist.

3. Aus den Punkten 1 und 2 folgern wir mit dem Satz von Weierstrass, dass die Folge gegen einen
Grenzwert a € R konvergieren muss.

4. Verwende den “Induktions-Trick” um den Grenzwert zu bestimmen.

Beispiel. (Winter 2016)
Sei (dy)n>1 C R definiert als:

dy = 3, dn+1 = 3d,, — 2 (Vn > ].)

Untersuche die Folge auf Konvergenz und bestimme ihren Grenzwert (falls existent).

Variante 1:

di=3
dy = V7
ds =\/3V7—2

dy =1\/3\/3V7T—2-2

% kompliziert!

Variante 2:

1. Untersuche auf Monotonie: Vergleiche z.B d; und ds um einen “Trend” festzustellen:
dy =3,dy =7

9 > 7= 3> /7 = Hypothese: (dn)n>1 ist monoton fallend.

Beweis. (Induktion)

Anker (n=1) v (Siehe oben).



Annahme Sein > 1 beliebig und d,, > d,11.

Schritt (n+—n+1)
Es gilt:

def

def
dn-{—l -

V3d, —2 B V3dpi1 — 2= dyyo
O

. Da die Folge monoton fallend ist, suchen wir eine untere Schranke. Wir verwenden dieselbe Heuristik
wie oben, indem wir die numerischen Werte der ersten paar Folgenglieder versuchen abzuschétzen:

d =3
dy =V7>2 = Hypothese: (dy,)n>1 ist nach unten beschrénkt durch 2.

ds =V3/7—-2>/3-2-2=2

Alternativ kann man auch bereits hier den weiter unten beschriebenen “Induktions-Trick” verwen-
den. Die Idee ist, falls der Grenzwert existiert und die Folge monoton ist, ist der Grenzwert auch
eine untere bzw. obere Schranke.

Beweis. (Induktion)
Anker (n=1)dy=3>2V.
Annahme Sei n > 1 beliebig und d,, > 2.

Schritt (n+—n+1)

Es gilt:
LH

dos1 & \/3d, -2 > V3. 2-2=2

. (dy)n>1 ist monoton fallend und beschriinkt Welerstrass 37 c R lim d,, = d
= n—oo

. “Induktions-Trick” Es gilt:

lim d, =d == Fiir jede Teilfolge £(n) gilt le dony = d

n—oo

Wihle also die Teilfolge ¢(n) :=n + 1, dann gilt: lim d,+; =d
n—oo

Wir konnen also ausrechnen:

d= lim dpyr = lim /3d, — 2 *2** [Tim 3d, — 2 = v/3d — 2
n—o0 n— o0

n—r oo

Durch Umformen erhalten wir
d?=3d-2c(d-1)(d-2)=0=>d=1Vd=2
Da aber 2 eine untere Schranke war, kommt nur d = 2 in Frage. Es gilt also:

lim d, =2



Hands-On 2
2.1. Sei (an)n>1 € R mit:

a = \/6, Gpt1 = Va, +6 (Yn>1)
Untersuche die Folge auf Konvergenz und bestimme ihren Grenzwert (falls existent).

2.2. Challenge
Sei b > 0 und (ap)n>1 € R mit:

1 b
a?>b, Gpyyi= 0n + 2. (Vn>1)

(a) a2 >b (Yn>1).
(b) (@n)n>1 ist monoton. (Tipp: Fallunterscheidung a; > 0,a; < 0)

(c) lim a, = a existiert und es gilt a® = b.
n—oo

1.4 Konvergenz von Reihen

Gegeben sei eine Reihe ZZO:() a, und wir miissen zeigen, dass die Reihe konvergiert oder divergiert. Wir
haben eine Reihe von Kriterien kennengelernt welche uns dabei helfen kénnen:

Kriterium 3: Nullfolgenkriterium

Sei (an)nen C R eine Folge. Es gilt:

oo
nh_}n;o lan| #0 = Z ay, divergiert

n=0

Oft unterschiitzt, aber extrem niitzlich. Macht immer (wenn auch nur fiir euch “im Kopf”) den sanity-
check: Ist die Folge a,, in der Reihe keine Nullfolge, dann muss die Reihe divergieren. Eine niitzliche
Eigenschaft des Nullfolgenkriteriums ist, dass ihr den Absolutbetrag der Folge betrachten kénnt. Damit
lassen sich ldstige (—1)™-Terme eliminieren:

Beispiel.
Z( 1)"n% diVQrgiert’ da |an| = 77471T = {’/ﬁ 71_)—00> 140
\W_/

n=1 =i,

Kriterium 4: Majorantenkriterium

Seien (an)nen, (bn)neny € R,no € N mit |a,| < b, (Vn > np). Dann gilt:

o0 oo
Z b, konvergiert — Z a,, konvergiert absolut

n=0 n=0

Vorgehen: Wir wollen zeigen, dass eine Reihe ZZO:O ap, konvergiert. Suche eine Folge b, mit |a,| < b,
deren zugehorige Reihe sicher konvergiert (weil wir das z.B. in der Vorlesung bewiesen haben). Dann
folgern wir mit dem Majorantenkriterium, dass unsere Reihe ebenfalls (sogar absolut) konvergiert. Auch
hier haben wir den Vorteil, dass wir den Absolutbetrag der Folge abschétzen diirfen.

Kriterium 5: Minorantenkriterium



Seien (an)nen, (bn)neny € R,ng € N mit 0 < b, < a,, (Yn > ng). Dann gilt:

o0 oo
Z b, divergiert — Z a, divergiert

n=0 n=0

Vorgehen: Wir wollen zeigen, dass eine Reihe ZZOZO a,, divergiert. Suche eine Folge 0 < b,, < a,, deren
zugehorige Reihe sicher divergiert, dann divergiert auch unsere urspriingliche Reihe.

Als Majoranten bzw. Minoranten eignen sich zum Beispiel folgende Reihen (mit entsprechendem Argu-
ment):

o Geometrische Reihe:

oo
Z q"  konv. fiir |g| < 1 bzw. div. fiir |¢| > 1
n=0

o Zeta Funktion:

— 1
((s) = Z o konv. fiir s > 1 bzw. div. fir s <1

n=1

Ein sehr wichtiger und héufig benutzter Spezialfall der Zeta Funktion ist die Harmonische Reihe.
Sie entspricht ¢(1).

Kriterium 6: Leibnizkriterium
Sei (an)nen € R, ng € N eine Folge. Es gilt:

(i)  an =250 - .
) = Z(—l)"an konvergiert.
n=0

(#i)  a, wird monoton (ab einem gewissen ng

Kommt hiufig in folgendem Szenario zum Einsatz:

Wir wollen mittels Majorantenkriterium zeigen, dass eine Reihe > 2 (—1)"a, konvergiert. Wenn wir

also beim Abschitzen einer Majorante bestenfalls auf |(—1)"a,,| < b, = 1 kommen, dann haben wir wohl

—n
(wegen dem eliminieren des (—1)™-Terms) “zu grob” abgeschiitzt, denn es gilt:
(="

Die Harmonische Reihe Y 2+ divergiert, wihrend die alternierende Harmonische Reihe >, ‘=

n=0n
konvergiert.
In solchen Fillen kann uns das Leibnitzkriterium weiterhelfen. (Beachte: Das Leibnitzkriterium garantiert
lediglich “normale” Konvergenz, nicht die Absolute.)

Kriterium 7: Quotienten/Wurzel-Kriterium

Sei (an)nen € R, no € N eine Folge. Falls gilt:

Quotientenkriterium Wurzelkriterium
lim |22+ = q lim {/|a,| = ¢
n—00 Ap, n—oo "

¢<1 = > a, konvergiert absolut.
Mit: q= = keine Aussage.
¢g>1 = > a, divergiert




Hands-On 3

3.1. Konvergenzverhalten von Reihen
Untersuche das Konvergenzverhalten folgender Reihen:

0 5n+(_1)n
(@) > “gn—-

n=1

00 2,
(b) Zl 2+2n+7':;:151n(2n) )
n=

S~ /ndl
(©) X were

(d) kz_:2 7 (Berechne zusitzlich den Wert der Reihe).

S _1)J
() > S
j=1

3.2. Konvergenzbereich von Reihen
Bestimme den Konvergenzbereich der folgenden Reihen (d.h. die Menge aller z € R so dass die Reihe
konvergiert). Begriinde deine Antwort!

(a) 3 2mene.
n=0

x n
) 3 e
3.3. Challenge
Es seien «, 8 > 0. Berechne den Konvergenzradius p der Reihe:
146"

n=0




1.5

Losungen

1.5.1 Lo6sungen Hands-On 1

1.1

(a) Wir miissen folgendes zeigen:

Behauptung
Ve 3ng Vn > ng : |anb, — abl < e

Beweis. Wir diirfen dabei verwenden dass:
Ve >03n,Vn >ng:la, —al <e (1)
Ve>03n, Vn>mnp: b, — b <e¢ (2)
Sei also |a| > € > 0 beliebig. Setze ng := max{ng,ns}. Dann gilt:
|anby, — ab] = |anby, + (anb — anb) — ab
= |an(by, — b) + b(ay, — a)|
(A-Ungl) < |an||bn — b| + [bllan — a
(%), (1),(2) < (e+lal)e +[ble
(e<lal) <@lal+pl)e=C-e (Vn =no)
=:C

Wobei sich die Ungleichung in (%) wie folgt begriinden l&sst:

A-Ungl.
lan| = lan —a+a| < Ja,—a|+|a] <e+]a

Hier macht es also Sinn unser € von oben zu beschridnken, damit wir a, durch eine Konstante
abschétzen konnen. O

Wir zeigen, dass lim % = % Der Rest folgt wegen (a).

n=yoo0 bn

Behauptung

V€>OEInOVn2nO:

1_1<€
b b

n

Beweis. Da lim b,, = b diirfen wir verwenden:
n—oo

Ve' > 03ngVn >ng: [b—by| <€

Sei e > 0 beliebig. Wir miissen zeigen dass es ein ng € N gibt damit fiir alle n > ng gilt ‘bi — %‘ <e.
Setze &/ = min{b%s, %} Wir wissen dass es ein ng gibt mit Vn > ng : |b—by| < &

Jetzt erhalten wir :

Vn >ng:

1 1 |b— by, g ¢ 2¢’
— _ | = < = — <
by b’ babl = Toallb] = By~ % 5 F

Die Ungleichung in (*) gilt wegen:

o |b
Vnznoz|bn|:|bn+b—b|:|b+(bn—b)|2|b\—|bn—b|>|b\—5’2|b\—|—2|:%



1.2 (Challenge)

(a) Da (an)n>1 gegen a konvergiert, diirfen wir verwenden dass:

Ve >03ngVn >ng: la, —al <e

Wir schatzen ab:

% Z(a — ag)

k=1

1 n
A-Ungl.) < — —
(o-nel) < S -

n

1 1
— E la — ag| +— g la — ay,
n n N

k=no+1 <e
K — K
<—+M€§—+€ (Vn > ng)
n n n

Um den ersten Summanden klein zu bekommen, diirfen wir nur hinreichend grosse n betrachten.

Es muss also gelten:
K K
—<ege < —<n
n €

Wir setzen deshalb ny := max{no, [£]}.
Dann gilt:

Ve >03dny Vn>ny: la—s,| <2

(b) z.B. a, =(-1)"

10



1.5.2 Lo6sungen Hands-On 2

2.1 Auch hier versuchen wir es direkt mit der ”Kochrezept-Variante” (Variante 2).

1. Monotonie Wir verwenden dieselbe Heuristik wie im Einfithrungsbeispiel:

a1 =vV6>0=as=+a +6 >0+ 6=a; = These: a; ist monoton wachsend.

Beweis. (Induktion)
Anker (n=1) v (Siche oben).
Annahme Sein > 1 beliebig und a,, < ay,11.

Schritt (n+—n+1)
Es gilt:

1.H.
def def
an+2 = \/an+1 +6 > \/an +6 = An+1

O

2. Beschrianktheit Da a, monoton wachsend ist, suchen wir nach einer oberen Schranke. Wieder
versuchen wir eine These aufzustellen, indem wir die ersten Glieder abschétzen:

a; =+v6<3

= These: 3 ist eine obere Schranke.
a2 =VV6+6< \/3+6:3}

Beweis. (Induktion)
Anker (n=1)a; =vV6<3 /.
Annahme Sei n > 1 beliebig und a, < 3.

Schritt (n+—n+1)

Es gilt:
An+1 def Va, +6 Ig V3+6=3
O
monotone
3. Monotone Konvergenz Wegen den Punkten 1 und 2 KOmergens 3, ¢ R lim an =a

n—roo

4. Induktions-Trick Es gilt: lim a, = lim a,4+1 = a. Also:
n—roo n—r oo

. Satz 3.2.4 .
a= lim ap4; s /lim a, +6=+vVa+6
n—roo n—oo

Was sich umformen ldsst zu:
a*>—a—-6=0&(a+2)(a—3)=0=>a=-2Va=3

Daabera>0(Vn>1)=a=

&

2.2 (Challenge)

(a) Wir zeigen die Behauptung durch Induktion:

11



def
Anker (n=1)a? > b;v.

Annahme Sei n > 1 beliebig und a2 > b.

Schritt (n+—n+1)
Wir bringen zuerst unser a1 auf eine geeignetere Form:

B 1 n b\ 1 1 1 b
Il =an \ 5T oqz ) =0 2 a2
Dann gilt:

1 b\\2 ® 1 b b
2 2 2 2 _
a"“_a"(1_2<1_a%>) >a”<1_22 <1_a%>)_a”(1_1+a%>_b

Wobei wir in () die Bernoulli-Ungleichung verwendet haben: Vn € NVz > —1: (14 )" > 1+ na.
Um die Ungleichung anwenden zu koénnen, muss jedoch gelten:

Beachte:

Fallsa; >0 = a, >0 (¥n >0), da a,41 eine Summe von 2 positiven Zahlen ist.
Fallsa; <0 = a, <0(Vn>0), da a,+1 eine Summe von 2 negativen Zahlen ist.

Das heisst, entweder sind alle a,, > 0 oder alle sind negativ. Wir verwenden die Darstellung aus (a):

(1 n b ) 1 (1 b ) < ay,falls alle a,, > 0 = monoton fallend
pt1=0p | s+ | =an—apz (1 - —
1 2 2a? 2 a? > ay, falls alle a,, < 0 = monoton wachsend
>0
—_——

>0 fallsa,, >0
<O0fallsa, <0

Falls a1 > 0 = a,, ist monoton fallend. Nach (b) gilt:
afl >b=a, > Vb = (an)n>1 ist nach unten beschrénkt.
Falls a; < 0 = a,, ist monoton wachsend. Nach (b) gilt:
a2 >b=la,| > Vb
& —ap > Vb
S a, < —\/I;

= a, ist nach oben beschrinkt.

In beiden Féllen folgern wir mit dem Satz der monotonen Konvergenz die Existenz eines Grenzwer-
tesa e R V.

Bleibt zu zeigen dass a? = b. Mit dem Induktions-Trick und Satz 3.2.4 gilt:

b
a=-a+— <& -a=— << a’=b

12



1.5.3 Lo6sungen Hands-On 3
3.1 Losung Aufgabe 3.1
(a) Zuerst priifen wir auf Nullfolgen:

57 +1 _ (8" +(E)" o

NFK: |a,| < _
lan] = =5 1

0

Da die Folge eine Nullfolge ist, versuchen wir als néichstes das Wurzelkriterium:

Van| =

n n| A-Ungl. /Fn
VIpr 4 (Z1)n] A-Unel 57 +1

6 - 6
V25 V25 s 5
6 6 6
—> konvergiert nach dem WK
O
(b) 2
NFK: Offensichtlich eine NF, da o)
O(n3)
Wir verwenden das Minorantenkriterium:
2 _ 2
n>2+2n+n 1:(n+1) < 1 >0
n3 +1 n?+1 “n+1~
——
=:bp
Es gilt:
i L o_ i 1 1 =¢(1) — 1 divergiert!
n+1 n
n=0 n=1
Die Reihe divergiert nach dem Minorantenkriterium. O
(c)
1
NFK: Offensichtlich eine NF, da (’)(n:)
O(n3)
Wir suchen eine Majorante:
(Qn)% né
lan| < 5 V2 16
ns nwe
=:b

Da
Z n = V2-((13/6)
haben wir eine Konvergente Majorante gefunden und unsere Reihe konvergiert nach dem Majoran-
tenkriterium. O
(d) Wir bemerken zuerst folgendes:
B —k>k —2%k+1=(k-1)> (Vk>2)

Folglich gilt:

=1 =1 =1
;W—kSZ(k—l)?:Zﬁ
=2 k=2 k=1

Das heisst, die Reihe konvergiert absolut nach dem Majorantenkriterium. Mittels Partialbruchzer-
legung erhalten wir:

1 1 1
K-k k-1 k




Wegen der gezeigten absoluten Konvergenz diirfen wir die Glieder umordnen, jedoch miissen wir
vorsichtig sein:
o0 o0 o0
1 1\ & 1 1
> (1) Pl
k=2 k=2 k=2

Obige Gleichung ist falsch, denn die beiden Reihen divergieren und wir haben einen undefinierten
Ausdruck der Form: oo — oo.

Wir koénnen die Umordnung jedoch mithilfe von Partialsummen definieren:

n 1 1 n 1 711
=X (7 1) X2

k=2 k=2 k=2
n—1 n
1 Z 1
il
—1_ 1oy
" e
(e) Wir verwenden das Majorantenkriterium:
< 2 (2) 2 _ 9 1
IR Ty R Tesway AR AT

Die Ungleichung in (*) gilt aufgrund der Bernoulli-Ungleichung:

j<l+j-1<Q41)7 =2

Da

or

o0 .
b =2 (%)] konvergiert, konvergiert auch unserer Reihe nach dem Majorantenkriterium.
1 j=1

J

O
3.2

(a) Wir bestimmen den Konvergenzradius mittels Wurzelkriterium:

!
Yllan] = 2e*" < 1

1
2z
=4 < =
<53
& 2z < —log2
log 2
= < — &
2
Die Reihe konvergiert also sicher Vr < —1052. Bleibt noch der Rand zu untersuchen:
10g2 n 2n(—10g2) n _—nlog?2 n —-n
x:—T:Ze 2 ) =2" €2 =2".27" =1.

Offensichtlich divergiert > 1.

(b) Auch hier verwenden wir das Wurzelkriterium:

€T !
T —

14 (1—x)2

& |rl<1+(1—2)
& |zl <2-2z 427

& 22 —2r—|r|+2>0
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Wir machen eine Fallunterscheidung:

Fallsz > 0: 22 -3z+2=(x—1)(z—-2) >0 & z€[0,1)U(2,00)

2 =2 —|z|+2>0 & (Fallsz <0: 22 —z +2>0 & x € (—0,0)
>0 >0

Die Reihe konvergiert also sicher Vo € (—o0,1) U (2, 00).
Bleibt noch der Rand:

Falls x =1 dann ist a, = 1 und somit ist die Reihe sicher divergent.

Falls x = 2 dann ist a,, = 4 2

Ty = 1 und somit ebenfalls divergent.

3.3 (Challenge) Mittels WK/QK erhalten wir:

1, fira,f <1
Bfira<1l<pg
Lfirf<l<a
gfﬁr1<a,5

Fiir detaillierte Losung, siehe Losung Serie 5, FS2020.
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2 Stetigkeit

2.1 Verschiedene Definitionen

Sei im folgenden Q@ C R? und f: Q — R", 2 + f(x) eine Funktion. Wir haben eine Reihe von unter-
schiedlichen Definitionen fiir Stetigkeit erhalten:

Definition 2.1 (Grenzwertdefinition). f heisst stetig in xo € Q falls

lim f(z) = f(zo)

T—xTo
Oder etwas formaler:
V(zp)neny mit lim z, = xg gilt: lim f(z,) = f( lim z,) = f(xo)
n—00 n— 00 n—00

Falls f fiir alle zq € Q stetig ist, dann ist f stetig auf Q2.

Man sollte sich immer im Hinterkopf behalten, dass wir zwei Notationen fiir “lim” kennen: Eine fiir
Funktionen (mit z — x¢ unter dem Limes) und eine fiir Folgen (mit n — oo unter dem Limes). Die Erstere
ist {iber die Letztere definiert. Bei Limes-Beweisen ist es oft hilfreich die Definition “aufzuklappen” und
mit dem “Folgen-Limes” zu argumentieren:

Beispiel. Sei f: R\ {0} >R, x> 1.

Behauptung

R .
lim — existiert nicht
x—0 X

Beweis. Angenommen es géibe ein a € R so dass lirrb% = a, dann muss fiir beliebige Folgen (z,),>1 mit
z— =

lim z, = 0 gelten dass lim f(z,) = a. Wir zeigen den Widerspruch auf, indem wir zwei Folgen wihlen,
n—oo n—oo

dessen Funktionswerte gegen unterschiedliche Grenzwerte konvergieren:

:cSE) = % I27% 0 v = lim f(x%l)) = lim n=+o0
) oo e ) e (#) = Limes existiert nicht
:c%)::f%‘——»0/ = lim f(x%)): lim —n=—00
n— o0 n—oo

O

Falls wir in obigem Beispiel nur den Definitionsbereich (0, co) betrachtet hitten, so wiirde der Grenzwert
iibrigens existieren:
1
lim — = 400
z—0
Wir sprechen dabei vom uneigentlichen Grenzwert, da der Grenzwert keine reelle Zahl ist.

Definition 2.2 (e-9-Definitionen).

Punktweise stetig: VirgVe>030>0Va: ||z —xol| <6 = | f(z) = f(zo)| <e
Gleichmissig stetig: Ve > 030 > 0Vx Vrg: ||z — ol <0 = | f(z) — f(zo)| <€

Beachte: Der einzige Unterschied zwischen den beiden Definitionen besteht in der Position von “Vzg”:
In der punktweisen Stetigkeit ist das  von z¢ und e abhingig (§(e,xp)), withrend in der gleichmissigen
Stetigkeit das 6 nur von ¢ abhingen darf (§(¢)). Wir konnen also aus gleichméssiger Stetigkeit immer
auch punktweise Stetigkeit folgern.

Das heisst fiir uns, dass Beweise fiir gleichméssige Stetigkeit etwas “schwieriger” durchzufiihren sind, da
wir uns bei der Wahl von § etwas einschrianken lassen miissen. Die gleichmissige Stetigkeit ist jedoch ein
stirkerer Stetigkeitsbegriff als die punktweise Stetigkeit (was aufgrund der obigen Definitionen ja direkt
ersichtlich ist.)
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Hands-On 1

1.1. Komposition stetiger Funktionen
Seien f: [e,d] = R, g: [a,b] — [c,d] stetig. Zeige dass (f o g): [a,b] — R ebenfalls stetig ist.

1.2. Gleichmaissige Stetigkeit I

Sei f(x) = ﬁ' Zeige dass f gleichmaéssig stetig ist.
1.3. Gleichmissige Stetigkeit 11

Sei f(x) = 22, x € R. Zeige:

(a) Fiir jedes r > 0 ist f: [—r,r] — R gleichmissig stetig.
(b) f: R — R ist nicht gleichméssig stetig.

1.4. Challenge

Zeige, dass die Wurzelfunktion {/-: R>¢ — R>( stetig ist.

Tipp: Betrachte zuerst den Fall n = 2 und versuche diesen dann zu verallgemeinern. Die Stetigkeit
bei 0 erfordert moglicherweise ein anderes Argument als bei ¢ > 0.

2.2 Zwischenwertsatz

Satz 1: Zwischenwertsatz

Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Fiir jedes y zwischen f(a) und f(b) gibt es ein ¢ zwischen a
und b mit f(c) = y.

Der Zwischenwertsatz (ZWS) wird oft bei Existenzbeweisen verwendet, bei denen man lediglich wissen
will, ob eine Funktion einen gewissen Wert annimmt, ohne diesen explizit zu berechnen:

Beispiel. Wir wollen zeigen dass die Funktion f: R — R, gegeben durch

_9x3—18x2—2x—|—2
n 2 +1

fz):

mindestens eine Nullstelle hat. Dabei bemerken wir zuerst dass f ein Quotient zweier Polynome ist und
das Nennerpolynom nie 0 sein kann. Deshalb ist f stetig und wir diirfen mit dem ZWS argumentieren.
Diese Feststellung ist so offensichtlich, dass sie in Priifungen oft vergessen wird. Schreibt immer einen
“Standardsatz” a la:

f ist als Komposition stetiger Funktionen stetig

Jetzt suchen wir einfach einen negativen und einen positiven Funktionswert. Dann folgt die Existenz eines
Zwischenpunktes xg mit f(z) = 0 unmittelbar aus dem ZWS. Z.B gilt:

2 9-18—-2+2 9
fO=57=2>0 1) T 1 5 <0

Wenn wir ganz genau sein wollen, dann sehen wir, dass wir nicht ganz exakt die Bedingungen des ZWS
haben, denn: f(0) > f(1). Wir kénnten aber einfach — f betrachten, dann sind die Bedingungen gegeben
(denn —f = (—1)f ist als Produkt stetiger Funktionen natiirlich ebenfalls stetig).

2.3 Konvergenz von Funktionenfolgen

Sei O C R? und seien f, f: Q@ - R* k€N

Definition 2.3.
(i) Die Folge (fr)ren konvergiert punktweise gegen f, falls gilt:

Vo € Q: kh—>nolo fr(z) = f(x)
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(ii) Die Folge (fr)ren konvergiert gleichmdssig gegen f, falls gilt:

sup | fi(2) — f(z)] £22 0
€N

Notation: fy glm, f, (k — o)

Definition 2.4 (e-N-Definitionen).

Punktweise konvergent: Yx € QVe >03N,.>0Vn> N,.: | fu(z) — f(z)|| <e
Gleichmdssig konvergent: Ye > 03N, >0Vn > N, Vx € Q : |fu(z) — f(z)|| <e

Im Zusammenhang mit Stetigkeit ist fiir uns vor allem folgender Satz relevant:

Satz 2

Seien fi: Q — R” stetig, kK € N und f: Q — R” irgendeine Funktion. Es gilt:

Ir gl—m> fi(k— o) = f stetig

Beachte: Die Umkehrung gilt nicht:

Wenn wir z.B. fiir eine Folge stetiger Funktionen (fx)xen gezeigt haben, dass diese durch die schwéchere,
punktweise Konvergenz gegen eine Zielfunktion f konvergiert und dieses f stetig ist, dann diirfen wir
nicht schliessen, dass die Folge auch gleichméssig gegen f konvergiert!

Falls die Zielfunktion f jedoch unstetig ist, dann diirfen wir direkt folgern, dass die Funktionenfolge
nicht gleichméssig gegen f konvergiert.

Beispiel. Seien f;: [0,1] = R, fx(x) = 2%, k € N. Es gilt:

fola) koo {O, falls x < 1,
k —

1, fallsz =1

Das heisst die Folge (fy,)nen konvergiert punktweise gegen die Indikatorfunktion I;;3. Obwohl alle fy
stetig sind, ist die Grenzfunktion offensichtlich nicht stetig. Mit obigem Satz kénnen wir also direkt
schliessen, dass die Funktionenfolge nicht gleichméssig gegen Iy1, konvergiert.

Dies kénnte man auch direkt beweisen:

Behauptung

0, falls z < 1,
£ = Iy = {

1, fallsx =1
Beweis. Wir miissen zeigen dass

Je #0: 51[1p]|fk(33) — fl@)| e
z€[0,1

Sei k € N beliebig. Betrachte xj := (%) b= ’“110 < 1. Es folgt:

N
|fe(zr) — f(2)] = ( 110> > -0 :% (Vk > 0)

= swp [fil@) - f@) > = (VK >0)

z€]0,1] T

00 1
= Jec sup \fk(x)—f(x)|k;>02—#0
z€[0,1] 10
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Hands-On 2

2.1. Fixpunkte

(a) Sei f: [0,5] = R, x> V/sinz + cosw. Zeige: f hat einen Fixpunkt.

(b) Sei [a,b] € R ein kompaktes Intervall. Weiterhin sei f: [a,b] — [a,b] stetig. Zeige, dass die
Funktion f in [a, b] einen Fixpunkt hat.

2.2. Funktionenfolgen
Konvergieren die folgenden Funktionenfolgen auf dem Intervall [0, 1] punktweise gegen eine Grenz-
funktion f? Falls ja, bestimme f und untersuche, ob die Konvergenz gleichméssig ist.

(@) fule)=(1+2)*, n>0

2.3. Challenge

Sei f: R — R eine Funktion, die jeden Wert genau zweimal annimmt. Zeige, dass f nicht stetig sein
kann.

Tipp: Zwischenwertsatz!
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2.4 Grenzwerte berechnen

Um Grenzwerte zu berechnen diirfen wir verwenden, dass die folgenden Regeln gelten:

Satz 3: Variablenwechsel
Seien f und g Funktionen, wobei f stetig (ergénzbar) in yo und g stetig (ergénzbar) in xp, mit
yo = lim g(x). Dann gilt:
r—xo
lim f(g(z)) = lim f(y)

T—rTo Y—Yo

Den Variablenwechsel konnte man als “Substitution fiir Grenzwerte” betrachten:

Beispiel. Wir wollen folgenden Grenzwert berechnen:

lim log x log(log x)
z—1+

Setze f(y) :=ylogy, y:= g(z) =logx, yo := 1inll+g(x) = 0. Dann gilt:
z—

lim f(g() Y lim f(y) = lim ylogy Z 0
y—0+ =

rz—1t y—0+

Satz 4: Exponentenregel

Seien f,g: D C R — R stetig in g € D mit lim f(z) = f(zo) > 0 und lim g(z) = g(xo) (beide

T—T0 T—T0
Grenzwerte existieren). Dann gilt:

lim f(2)7) = f(a0)?™

T—T0o

Diese Regel kann uns Arbeit einsparen: Die giingige Methode Grenzwerte von der Form lim f(z)9®) zu
Tr—xo

berechnen, ist das ganze wie folgt umzuformen:
f(x)9®) = e9(x)log(f(2)

Dann kann man den Grenzwert von lim g(z)log(f(z)) berechnen und das Resultat in die Exponential-
T—rTo

funktion einsetzen (wegen der Stetigkeit von e*). Mit obiger Regel kénnen wir direkt die Grenzwerte (falls
existent) von f und g berechnen und dann den gesamten Grenzwert berechnen. Man muss nur beachten,
dass die Grenzwerte wirklich existieren (das heisst, sie miissen reelle Zahlen sein) und dass f(z¢) positiv
ist. Letzteres resultiert daraus, dass obiger Satz auf der Tatsache beruht, dass:

F:(0,00) xR—=R, (z,y)+— ¥

stetig ist.

Satz 5: Bernoulli de ’Hoéspital

Seien f,g: (a,b) — R differenzierbar mit ¢'(z) # 0 Vx € (a, b).
f,g; = )\ existiert, dann folgt: lim f() lim L&)

z—b— e B T—b— gle)

Falls lim f(z) =0, lim g(z) =0und lim
T—b— z—b— z—b— I

Bemerkung: Dieser Satz gilt auch:
o falls b = 400
o fallsz — a™
o falls A = £00

e falls lim f(x) = lim g(z) = oo
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2.5 Grenzwerte mit Potenzreihen

Seien p,pn: (—p,p) = R, (Vn € N) wobei p der Konvergenzradius der Potenzreihe p ist.

oo
o p(z) = kzo apxk

n

e po(x) = Y apat
k=0

. . 1 ..
Man kann zeigen, dass gilt: p,, = p. Fiir uns bedeutet das Konkret:

Satz 6

Potenzreihen sind stetig auf (—p, p).

Das heisst es gilt:

T—T0o Tr—T0o

_ T _ : _ : k_ k
Vzo € (—p,p): lim p(z) =p ( lim :E> I;)wgrgo ayx kz_%akxo

Hands-On 3

3.1. Grenzwerte
Bestimme, (falls existent) folgende Grenzwerte:

. )2
(a) xl_l}r;l/Q(tan z) (z— %)

(b) Jim £ log ()

sin x
) T

(¢) lim(3— |z

z—0

(d) lim (1+22)s=

z—0*t

222 sin( logzr )

-

(e) lim

T—00 logz

3.2. Potenzreihen

Die Herleitungen sollen exakt begriindet werden.

(a) lim sin(mg? —z
z—0

. sin(z)—z
(b) lim ot

(c) Beweise: Fiir z € [0, 1] gilt sin(z) < z.

Bestimme, (falls existent) folgende Grenzwerte mithilfe der Potenzreihendarstellung (kein BAH!).
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2.6 Losungen
2.6.1 Losungen Hands-On 1

1.1 Sei zg € [a,b] beliebig und (2, )nen eine Folge mit lim x, = xo.
n— oo

Behauptung
Jim (fog)(an) = (fg)(x0)

Beweis.

lim (f o g)(wa) < Tim flg(wa)) " =" f( i g(za) * =" fg( lim @) = (fog)( lim za) = (fog)(zo)

n— oo n—roo n—roo n—oo n—

O

1.2  Wir schétzen ab:

@) =) = | = ! \

_ y> +4—a® -4 |z +ylle —y| AUnel x|+ |y
24+4 y2+4

Er DD @A) S @i s Y
(*)

ool
(@2 +4)(y* +4) (@2 +4)(y* +4)

(1) (2)

Wir betrachten nur (1) (die zweite Abschitzung ist vollig analog):

Falls [z] < 1= (1) < &
. , = (1) <1
Falls [z] > 1= (1) <& = 2L — 1 4 @)

Wir wéhlen deshalb ¢ := § dann gilt:

1.3
(a) Seien x,y € [—r,r] beliebig.
[f(@) = f)l = [a® = y*| = & +yllz —y| < 2rfe —y| < 2r- 3
Wir wéhlen deshalb § := o dann gilt:
[f(x) = fly)l <2r-6=¢

(b) Die Negation der gleichmissigen Stetigkeit sieht wiefolgt aus:

Je>0V6>03z,yeR: |z —y| <5 A |If(z)— fly)]| >¢

Wir wihlen € = 1 und setzten fiir ein beliebiges § : = = %7 y=x+ g Dann gilt:

1 1 4| ¢
T2

und
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1.4 Die Stetigkeit der Wurzelfunktion {/- im Nullpunkt folgt direkt, wenn wir fiir ein beliebiges € > 0
einfach 6 := €™ > 0 wihlen. Es gilt dann:

Monotonie
z-0l<d=z<d= |- V0|=%z < Vi=¢

Sei g > 0 beliebig. Wir zeigen die Stetigkeit der Wurzelfunktion {/- im Punkt zq. Fiir ein beliebiges

1
€ > 0 wahlen wir ¢ := 1'(1) "¢ > 0. Dann gilt:
. ) |z — @0l
[z —@o| <= |V — x| £ 5 <e

Lo

Wobei wir in () benutzt haben, dass:

1—1 1—2 % 1—-3 2 2 1-2 11—+
(Vz— /mo) (a' 7w + 2l nay +al"hal 4. any " tangy "

|Va - /m| =

-1, 1-2 %, 1.3 2 2 1-2 1 1-4
rTTh Ty T rry .+ Ty T T

[z —yl |z — o
T = 1

n

-1, 1-2 %, 1.3 2 2 1-2 11—
rTThtr Ty Ty .+ TRy T XX T
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2.6.2 Losungen Hands-On 2

2.1

(a)

2.2

(b)

Setze g(x) := f(x) — x. Es gilt:
g(0)=0+1-0=1 g(g) - \3/1+0—g§1—1,5<0
Da g stetig ist, folgt mit dem Zwischenwertsatz:

Jdzg € [0, g} : 9(x0) = f(z0) — w0 =0 & 20 = f(20)

Falls f(a) = aV f(b) = b dann sind wir direkt fertig. v
Falls f(a) # a A f(b) # b, setze g(x) := f(z) — x. Da f([a,b]) C [a,b] gilt also:

g@) = fl@)—a>0 A g(b)=f(b)—b<0
Da g: [a,b] — R ebenfalls stetig ist, gilt mit dem Zwischenwertsatz:

Jxo € [a,b]: g(xo) = f(x0) — 20 =0 f(20) =20 v

Wir zeigen direkt folgendes:

Behauptung

fn(x) konvergiert gleichméssig (und insbesondere auch punktweise) gegen f(x) = 1.

Beweis. Sei z € [0,1] beliebig. Dann gilt:

x\2 r 22 z z2 2 1
s =1f)—1=1 PRI LA
£ () f@ﬂ’(+n ] \+n+n2 e
Somit gilt also:
|f () f()|<2+1—>n%°0
su z)— ful®)| < =+ =
P n n?

z€[0,1]

Wir untersuchen zuerst die punktweise Konvergenz:

Behauptung

(fn)n>1 konvergiert punktweise gegen f =1

Beweis.

Falls © =0 Dann gilt: f,(0) =1 (¥n > 0) und somit: lim f,=1 Vv
n— oo

Falls z >0 Setze ng:=[1] = Vn>ng: fu(z) =1 = lim f,(z)=1 V
n—oo
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Behauptung

fn konvergiert nicht gleichméssig gegen f = 1.

Beweis. Sei n > 0 beliebig. Beachte dass fn(1) =n?- L1 +1 =n+ 1. Folglich:

1
n

V> 0: sup [fa(@)— f@)| 24D~ 1 =n = [

z€[0,1]

2.3 Angenommen f sei stetig. Seien z,y € R,z < y und f(z) = f(y) = K, fir ein K € R.
Wir betrachten f’ )’ Da f’[l J nicht konstant sein darf (sonst wiirde der Wert K {iberabzéhlbar oft

angenommen), diirfen wir annehmen, dass:
sup f(§) > f(z) =f(y) Vv _inf f() <f(z)=[(y)
£elz,y] £elz,y]
(1) (2

Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass (1) gilt (setze sonst f := —f).

Beachte: Da [z, y] kompakt ist Satz §4.5 sup f und inf f werden angenommen. Das heisst:

Jz e (z,y): sup f(§) = f(»)

g€la,y]
Nach der Definition von f muss es aber auch ein 2’ # z gegen, mit f(2') = f(z2).

Wir zeigen nun folgendes:

Behauptung

z' liegt ausserhalb vom Intervall (z,y). (i.e. 2’ € (x,y)).

Beweis. Angenommen z’ € (z,y). Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass © < 2/ < z < y. Sei ¢ € (z,2’) beliebig,.
Da z,z’ Maximalstellen im Intervall [z, y] sind, muss gelten: f(c) < f(z). (Falls Gleichheit gelten wiirde,
hétten wir einen Widerspruch, da dann der Wert f(z) dreimal angenommen werden wiirde.) Wir machen
eine Fallunterscheidung;:

Falls f(c) < f(z) = f(y):

Dann gilt:
ZWS

f@)elf(o), f()] = 3ele]: f(§) = flx) = fy).
Da offensichtlich £ # z A € # y, haben wir einen Widerspruch ¥
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Falls f(z) < f(c) = f(&):

f@) f(z)
f(e)
/() fly
Dann gilt:
L[ (2 s 3 2 =

FOEU@ I 2 B e s f(c)} e — e — 10

fle) € [f(y), f(2)] — 3 elzyl: f(&) =10
Da &1, &, ¢ paarweise verschieden sind, haben wir auch hier einen Widerspruch. ¥ O

Wir wissen jetzt also, dass 2’ ausserhalb von (z,y) liegen muss. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass 2’ > y.
Dann haben wir drei identische Intervalle:

Wahle ein K € I. Es gilt:

N
=
[9)]

K€ (f(2),f(2) C f(lz,2]) 22 36 ez fl&) =K
Ke(f), f) S fzy) 2 3gelzy): f(&) =K p = (&) =f(&) = f(&) =K
Ke(fy. /NS fly.2) BP 3gely): f(G) =K

Beachte: {£1,&2,&3} N {z,y,2,2'} =0, denn sonst wire K € {f(z), f(v), f(2)} ¥

(Wir haben K im offenen Intervall gew#hlt).

Deshalb sind &7, &5, €3 paarweise verschieden und nehmen alle den gleichen Wert an. ¥

Dies waren alle Moglichkeiten. Da jeder Fall in einem Widerspruch geendet hat, muss die Annahme, dass
f stetig sei, falsch sein. O
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2.6.3 Losungen Hands-On 3

3.1
(a) Es gilt:
. 2
2 sinz (r — 0
lim (tanz) (x - I) = lim M (”vom Typ =7)
z—w/2 2 z—7/2 COST 0
BdH lim cosT (Jc — 5) —|—.smx -2 (a: — 5) —0
z—w/2 —smx -
(b) Es gilt:
1 T _q log (<2
lim — log (e > = limM
z—0 I €T x—0 x
Wenn wir versuchen wollen BAH anzuwenden dann miissen wir {iberpriifen ob der Z#hler tatséchlich
gegen Null geht (der Nenner ist trivial).
r—1 og steti r—1
limlog(e ) lg:ttglog (lim € ) Bngog (lim e“) =log(l)=0 Vv
x—0 x x—0 x x—0
Wir haben also in der Tat einen Grenzwert der Form %. Wir rechnen los:
lo e—1 Ty (e — 1
limig( L )Bngim X (2 (e )
z—0 x z—0 e — 1 xk
.oefx—e"+1
= lim
z—0 (ez — ].)iL'
BdH ., e"x+e’ —e”
= lim ——M—
z—0 ey + (61‘, — 1)
_ e*x
T 20 eTx 4 e — 1
BdH ,. e*x +e” 1
= lim ——— =~
=0 e*T + e’ +e* 2
(c) Da

F:(0,00) xR—=R, (z,y)— 2?¥ stetig
g:R—=R, x+—3—|z| stetig

sinx
h:R— R, z+— —— stetig ergdnzbar
T

Und weil ili% g(x) = 3,ili% h(z) =1, gilt:

lim F(g(x), h(z) " =" F(3,1) =3' =3

z—0

(d) Beachte: Da lim -5 = oo nicht existiert, diirfen wir die Exponentenregel nicht anwenden. Mit

xz—07+
einem geschickten Variablenwechsel sehen wir jedoch:
1
= = — = 1' =
y=9(2) = 5, yo:= lim g(z) = oo
Variablenwechsel:
1 g(x) 1 Y
lim (1+22) = lim (1+— Wiim (1+-) Ze
0+ 0+ g(x) y—oo y =

(e) Mit Variablenwechsel:
Setze f(y) := 227, g(x) := logz 4o := lim g(z) = 0. Dann gilt:
Tr—r 00

2

siny

lim f(g(z)) Y lim fly) = lim 2

T—00 y—0 y—0 Yy

~2
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3.2
(a) Es gilt:

(~1
sin(zx) —xz —%T+ I (27,+)1)u502n+1

3 3

oo (=" _2nt1
2 n=1 Gy ® "

373
Z 22(n=1)
— (2n —|— 1)!
= _,_/

=ian
Wir untersuchen den Konvergenzradius dieser Reihe mittels Quotientenkriterium:

an+1
Qn

|| (2n + 1)! )2 e
_ , _ X
Cn+ 1)+ 0! 20D T 20+ 3)(2n +2) 0<1 (v2)

Da Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzradiuses stetig sind, folgern wir, dass obige Reihe auf
ganz R stetig ist. Wir diirfen deshalb den Limes gliedweise berechnen:

_sin(z) —w - (=" 2(n—1) _ . = on-1y _ 1 1
;12%) 3 _}:IL% (2n—|—1) v o 1}:% (2n + 1)! N g_zg

(b) Auch hier formen wir um:

[es} 1 n
sin(z) —x > n=o (§n+)1)'$2 BRE
x2(exp(x) — 1) 2y, W —
00 1"
Zn 1 (gn+1)'x2 -

Dot
n=1 n!

=ian

—_——
&{ E - ( 1)n xQ(n—l)

(2n +1)!

}Rann

b

1

Falls beide Reihen stetig sind, und die Nennerreihe # 0, dann koénnen wir die Grenzwerte separat
betrachten.

Die Zahlerreihe ist stetig (siehe (a)) und konvergiert gegen ¢. Fiir den Nenner berechnen wir wieder
zuerst den Konvergenzradius mit dem Quotientenkriterium:

bn+1 |x‘n n! |-'I/'| n—00
be |~ (nt D! Jzr T ntl (vz)
Die Nennerreihe ist also ebenfalls auf ganz R stetig und wir diirfen den Limes in die Summe ziehen:
-n" n—1 S 3 (=" _2(n-1
sin(z) — x ilj)% Dot (2n+l @nrn? 2=l hm L enrnit (n=1) 1
1m = = [ J——
0 22 -1 znt znl 6
% 2 {exp(a) li S, 2 Sme

(c) Wir miissen zeigen dass: Vz € [0,1]: x > sin(z) < z —sin(z) > 0.
Sei also x € [0, 1] beliebig. Es gilt:

x —sin(z) =x — i 7(_1)11 p2ntl — Z 71)n+ p2ntl
— (2n+1)! — (2n+1)!

=ian
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Wieder gilt mit dem Quotientenkriterium, dass:

2n+3 2 1! 2 oo
_ [@nt i 2% 0<1 (Va)
@nt3) 22 2n+3)(2n+2)

Ap41
(29

Das heisst, die Reihe konvergiert absolut und wir diirfen die Glieder umordnen:

Z an = Z(GQk—l + agy)

n=1 k=1

Behauptung

Vk > 1: agg—1 +agr >0

Beweis. Sei k > 1 beliebig.

(_1)(2k71)+1 2R (—1)2k+1 i
(2(2k — 1)+ 1)! (2(2k) + 1)!
1 4k—1 1 $4k-+1

4k — 11" (4k + 1)1

$4k—1 332
= 1- >
(4k — 1) ( (4k + 1)4k) =0

>0

2(2k)+1
Q2k—1 + Qo = (Zk)+
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3 Differentialrechnung

3.1 Differentialquotient

Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle z( ist die Steigung der Tangente an dieser Stelle falls diese
wohldefiniert ist. Die Steigung lisst sich durch den sogenannten Differentialquotienten annihern bzw.
bestimmen.

Definition 3.1. Differentialquotient

Der Differentialquotient einer Funktion f : £ — R an der Stelle xy € () ist definiert durch:

(o) i= - o) o= Jigg LEI=IE0) gy, Slzo ) = floo)

T=r T —T h—0
T 0 h£0

f:Q — R heisst an der Stelle xg € Q differenzierbar, wenn der oben genannte Grenzwert existiert.
f:Q — R heisst differenzierbar, wenn f an jeder Stelle x € Q differenzierbar ist.

Bemerkung: Die Gleichung der Tangente am Punkt (zq, f(20)) ist nun gegeben durch:
Ty () = f(20) + f'(20) - (x — o)

3.2 Ableitungsregeln

Um die Ableitung einer Funktion zu berechnen reicht es, den Differentialquotienten zu bestimmen. Es
gibt aber einfache Regeln, mit welchen wir eine Funktion effizient ableiten kénnen.

Definition 3.2. Linearitdt
Es gilt: - (af(z) +g(z)) = af'(z) + ¢'(z)

Definition 3.3. Produkt- und Quotientenregel

Produktregel: £-(f(z) - g(z)) = f'(z)g(x) + f(z)g (x)
d f(=) _ f’(w)g(w)(—f?(w)g’(w)

dz g(z) g(z)

Quotientenregel:

Definition 3.4. Ezponentenregel
Es gilt: £(c-2%) =c-a-2z*"! Va,c €R

Hier werden einige Funktionen aufgelistet, deren Ableitung man am besten auswendig lernt.

Behauptung 3.1

e sin’(z) = cos(x)

e cos'(z) = —sin(x)
o tan'(z) = Wl(m)
o log'(z) =1

o Lev—er
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Definition 3.5. Kettenregel
Es gilt: 5 f(9(2)) = f'(9(2)) - ' ()

Normalerweise ist es einfach, die Ableitung auch von komplizierten Funktionen zu berechnen, solange
man sich strikt an die Ableitungsregeln hélt. Es gibt aber einen Trick, den man kennen sollte.

Beispiel. Berechne die Ableitung von f(x) = z®.
Hier kann man keine der oben genannten Regeln direkt anwenden. Man kann aber die Definition einer
reellen Potenz anwenden um f umzuschreiben :

f(l’) — e log z
Jetzt kann man die Kettenregel anwenden.
f’(l’) — exlogx . (xlogx)’

="l (logx +1)
=2" (logz+1)

Hands-On 1

1.1. Differenzierbarkeit

(a) Die Funktion f ist gegeben durch

Fiir welche o € R ist f in ¢ = 0 differenzierbar?
(b) Challenge: Fiir k € Ny sei die Funktion f;, definiert durch

flc5R—>Rafk(-T):{(l}’ iig

Fiir welche k ist die Funktion f; in xq = 0 differenzierbar?

(c) Gegeben sei eine Funktion f mit |f(z)| < 22, Vo € R. Zeige, dass f differenzierbar in x = 0 ist
und berechne f7(0).

(d) Challenge: Zeige, dass die Funktion f : R — R, f(z) = /|z| in 2 = 0 nicht differenzierbar
ist.

(e) Challenge: Zeige, dass die Funktion

in zg = 0 differenzierbar ist.

(f) Ist die Funktion

differenzierbar?
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1.2. Differentialquotient
Bestimme die Ableitung der folgenden Funktionen mit Hilfe des Differentialquotienten (und ohne
die Regel von de I’'Hopital)

(a)
f(x) = log(x)

(b) Challenge:
glz) =e

()
hx) = ||,z € R\ {0}

1.3. Ableitungsregeln
Berechne die Ableitung der folgenden Funktionen

(a)

x
f(fl?):iw
z2 4+ 1

(b) Challenge: Seien f1, fo differenzierbar. Berechne die Ableitung von

(@) = fi(a)=)

(c)
f:RY SR, f(z) = (3z)'e@

(d) Challenge:

—T

xre

.t _
g:RT >R g(x) = e

1.4. Challenge: Stationire Punkte
Gegeben sei die Funktion f : R — R, f(z) = e°©3(®)sin(#) Bestimme alle stationiren Punkte von f,
d.h. alle z € R mit f'(z) = 0.

3.3 Mittelwertsatz und Umkehrsatz

Satz: Mittelwertsatz
Sei f: [a,b] — R stetig und differenzierbar in (a, b). Dann existiert ein zg € (a,b) mit

f(0) = f(a)

JO) = 1@+ f@o)b-a) & flao) =2

Satz: Umkehrsatz

Sei f: Q — E eine bijektive Funktion, x¢ € 2 ein Haufungspunkt. Sei f differenzierbar in ¢ und es
gelte f/(zg) # 0. Dann folgt:

e yo := f(zo) ist ein Hiufungspunkt von E
o f~list in yo differezierbar

<f-1>'<yo>=ﬁ bow.  (F~Y)'(go) =

b
f(F~ (%))

Am besten Illustrieren wir den Umkehrsatz anhand eines Beispiels:

Beispiel. Sei f: R — R, z+— x+e”.
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(a) Zeige, dass f bijektiv ist.
(b) Zeige, dass f~': R — R differenzierbar ist.
(c) Berechne (f~1)(1) und (f~1)"(1)

Loésung:
(a) Da f'(z) =1+ ¢e* > 0ist f injektiv. v Weiter gilt:
A, f@) = —eo, - Jiyg flz) =0

Sei also y € R beliebig. Da f wegen obigen Grenzwerten beliebig gross und beliebig klein werden
kann, gilt: 31 < x9: f(z1) <y < f(z2). Mit dem Zwischenwertsatz gilt dann:

3¢ € [x1,22]: f(§) =y und somit ist f surjektiv. Vv

Da f injektiv und surjektiv, ist f bijektiv. O

(b) Da f bijektiv und differenzierbar ist, gilt nach dem Umkehrsatz dass f~!': R — R existiert und
ebenfalls differenzierbar ist.

(c) Wir verwenden die Formel vom Umkehrsatz um (f~1)’(1) zu berechnen:

Wir miissen also f~!(1) berechnen.
Da f(0)=0+e=1 = f1(1)=0 v
Wir konne also ausrechnen dass:

—1y\/ _ _1
(f )(1)_W_2 v

Bleibt noch (f~1)”(1). Wir gehen folgendermassen vor:

Civeey (L QuotcRege  (f70 f7)'(1)
0= (eg) O

%

3
|
~

|

= .
—

—
N
=

[\

f1(0)?
_ s 1
2 8
Wobei wir folgende Dinge verwendet haben:
fl@)=z+e =0
1
[ =1+ YW =

1@ =

Hands-On 2

2.1. Einige Beweise

Beweise die folgenden Aussagen

(a) Sei f : (a,b) — R differenzierbar und sei f'(z) < 0Vz € (a,b). Dann ist f streng monoton
fallend.
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(b) Challenge: Sei g : (—1,1) — R differenzierbar und es gebe ein M > 0 mit
(@) <M Ve (-1,1)
Dann gibt es ein € > 0, so dass die Abbildung
fo(=L1) =R, f(z) =2+ eg(x)
injektiv ist.
Hinweis: Mach eine Fallunterscheidung fiir M = 0 und M > 0.

2.2. Umkehrsatz
Sei f: R — (=%, 00) eine Funktion definiert durch:

f(x) = €e” 4+ arctan z.
(a) Zeige, dass f bijektiv ist.
(b) Zeige dass (f~1)'(€) existiert fiir alle { > —%.

(c) Berechne (f~1)'(1).

3.4 Taylorreihe

Jede glatte (d.h. beliebig oft differenzierbare) Funktion f € C* kann als Potenzreihe angenéhert werden.
Dazu verwenden wir die Taylor-Entwicklung.

Definition 3.6. Taylor-Polynom
Sei f: I — R € C®, dann definieren wir das N-te Taylor-Polynom Ty f(x;a) an einer beliebigen
Entwicklungsstelle a € I wie folgt:

f™(a)

n!

@-a)" = (@) + fa)(e ~ a) + L1z —a)? + ..

N
Tnf(z;a) = Z
n=0

Bemerkung: Das N-te Taylor-Polynom hat Grad kleiner oder gleich N.
Mit Hilfe des Taylor-Polynoms kénnen wir uns f nun beliebig anné&hern.

Definition 3.7. Taylorreihe
Sei f € C*°, dann kann f auch anders dargestellt werden:

% £(n)(g
Tf(z;a) =Ty = Z ! n'( )(x— a)"
n=0 :

Diese unendliche Reihe wird Taylorreihe von f an der Stelle a genannt.

Beispiel. Das 3. Taylorpolynom von f(z) = sin(z) entwickelt an der Stelle 0 lautet:

3 :(n)
Sin 0 n
nﬂ@m:z}gﬁﬁx
n=0 :
= SIH(O) + Cos(O) -+ Sl;( ) 2 COGS( ) x3
.7
B 6
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Das N-te Taylor-Polynom néhert die Funktion f an. Wir kénnen den Fehler wie folgt abschétzen:

Definition 3.8. Fehlerabschitzung
Sei f € C*>® und sei Ty f(x;a) das N-te Taylor-Polynom von f. Dann gilt die folgende Gleichung
fur ein x > a:

f(z) =Tn(z) + RN f(2;0) (1)

Dabei ist Ry f(z;a) der Fehler. Dieser Fehler kann nun wie folgt abgeschitzt werden:

IRy f(z;a)| < sup |[fNTD(g) (z — a)V+1

=, &+ 1) @)

Der Fehler Ry wird umso grdsser, je grosser die Differenz zwischen x und a ist.

Bemerkung: Gewisse Taylorreihen konvergieren gegen die Funktion f. Das muss aber nicht immer
sein. In so einem Fall wiirde limy_ oo Ry f(2;a) = 0 gelten und man wiirde f analytisch im Punkt x
nennen.

Beispiel. Bestimme sin(4) auf d = 0.01 genau.
Fiir diese Art von Aufgabe verwenden wir das folgende Schema:

1. Finde eine geeignete Stiitzstelle a und notiere die genaue Funktion, iiber die wir die Taylorentwick-
lung machen, sowie den x-Wert, von dem wir den genauen Wert berechnen wollen. Wichtig dabei
ist, dass x > a sein muss.

Fiir unser Beispiel haben wir zwei Moglichkeiten: Entweder wéhlen wir f(z) = sin(z) mit ¢ = 4
und Stiitzstelle a = 7 oder wir wihlen f(z) = sin(r+z) mit xg = 4—m = 0.858407 und a = 0. Beide
Wege fithren zum selben Resultat. Manchmal ist die zweite Variante besser, da wir als Stiitzstelle
0 verwenden konnen und somit das Taylorpolynom etwas einfacher ist.

Fahren wir hier mit der ersten Variante weiter.

2. Bestimme die (N + 1)-te Ableitung von f(z). Dies hilft uns bei der Bestimmung des Restterms.

In unserem Fall ist

sin(z), falls (N +1) mod4=0
FOED () = cos(z), falls(N+1) mod4=1
—sin(x), falls (N+1) mod4=2
—cos(z), falls (N+1) mod4=3
3. Bestimme den Restterm Ry f(zo;a).
Hier gilt:
4 — )N+l
Ry sin(4;7m) < su (N+1) (7

4. Lose die Ungleichung |Ry f(z;a)| < d nach N auf. Dazu miissen wir die Ungleichung zuerst von ¢
befreien, d.h. das Supremum des Restterms bestimmen.

In unserem Fall gilt, da f(x) entweder +sin(x) oder + cos(z) ist, dass |f(z)] < 1. Somit kénnen
wir den Restterm wie folgt abschétzen:

(4 _ 7.l_)N-l—l |

Durch ausprobieren bemerkt man schnell, dass N > 4 gelten muss.

5. Jetzt wissen wir, wie weit wir die Taylorentwicklung durchfithren miissen. Wir bestimmen also das
N-te Taylorpolynom und setzen unseren gewiinschten Wert ein.
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Fiir unser Beispiel gilt (vgl. oben):

Tysin(z;7) = —(z —7) +

6
Wenn wir jetzt © = 4 einsetzen, erhalten wir
Tysin(4;m) = —0.75299
Vergleichen wir das mit dem tatsédchlichen Wert von sin(4) = —0.75680 sehen wir, dass wir um

weniger als 0.01 abweichen.

Hands-On 3

3.1. Taylorpolynom
Entwickle fiir die folgenden Funktionen das N-te Taylorpolynom um den Entwicklungspunkt a.

a) f(x)=log(l+z),z>—-1;N=3,a=0

(a)

(b) Challenge: f(z) = log(z),z > 0;N =3,a =1
(¢) g(x) =€ ;N =3,a=0

(d) Challenge: h(z) = sin(ze®); N = 4,a = 1

(e) Challenge: h(z) = sin(cos(z)); N = 2,a = 0

3.2. Taylorreihe
Entwickle fiir die folgenden Funktionen eine Taylorreihe um den Entwicklungspunkt a.

(a) f(z)=log(l+=x),z>-1,a=0

3.3. Bestimmung von Funktionswerten
Bestimme die folgenden Funktionswerte auf die angegebene Genauigkeit

(a) e'/? auf 10~% genau

3.5 Funktionen untersuchen

Eine typische Priifungsaufgabe ist es eine Funktion zu untersuchen. Damit wir verstehen, auf was wir eine
Funktion der Form f : 2 — R untersuchen koénnen, werden hier die héufigsten Merkmale kurz definiert.

Definition 3.9. Eztrema

f besitzt ein lokales Mazimum in xo € , falls: 36 >0 Vo € (xg — 6,20+ ) NQ: f(x) < f(zo).
f besitzt ein lokales Minimum in xo € 2, falls: 3§ >0 Vo € (xg — 0,20 +0) N f(z) > f(xo)-
f besitzt ein Extremum in xg, falls es entweder ein lokales Minima oder Maxima von f ist.

Definition 3.10. Monotonie

f ist monoton wachsend auf Q, fallsVe,y € Q: z <y = f(z) < f(y).
f st streng monoton wachsend auf Q, fallsVe,y € Q: x <y = f(z) < f(y).
f ist monoton fallend auf Q, fallsVr,y € Q: z <y = f(z) > f(y).

f st streng monoton fallend auf Q, fallsVe,y € Q: z <y = f(z) > f(y).
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Definition 3.11. xq ist eine kritische Stelle von f, falls f'(x) gleich null oder undefiniert ist.

Definition 3.12. Konvezitit einer Funktion f:Q — R mit Q-ein Intervall.
f st konvezx auf Q, fallsVrg <z € QVEt € [0,1]: f(ter + (1 —t)zo) < tf(x1) + (1 —1)f(x0).
f st konkav auf Q, fallsVxg <x1€ QVt € [0,1]: f(tzr + (1 —t)xo) > tf(x1) + (1 —t) f(z0).

Bemerkung: Bei strenger Konvexitit/Konkavitét sieht die Definition genau gleich aus, ausser dass das
Ungleichheitszeichen strikt ist.

Definition 3.13. Sattel- und Wendepunkt einer stetigen Funktion f
xg ist ein Wendepunkt von f, falls sich der Drehsinn der Tangente dndert:

da, 8 € Q: (f streng konvexr auf (a, xo) A f streng konkav auf (o, 5))
vV (f streng konkav auf (o, z9) A f streng konvex auf (xo,f)) .

xq ist ein Sattelpunkt von f, falls xg ein Wendepunkt von f ist und f'(x¢) =0 gilt.

Da ein Beweis von Monotonie oder Konvexitdt nur mithilfe dieser Definitionen schwierig sein kann,
betrachten wir folgenden Satz, der uns hilft, schnell Monotonie und Konvexitdt von Funktionen zu be-
stimmen.

Satz

Sei f : [a,b] = R stetig und auf (a,b) differenzierbar.

e falls f/(x) > 0Vz € (a,b), dann ist f streng monoton wachsend.
o falls f/(x) > 0Vz € (a,b), dann ist f monoton wachsend.

o falls f/(z) < 0Vz € (a,b), dann ist f streng monoton fallend.

o falls f/(x) < 0Vz € (a,b), dann ist f monoton fallend.

Ist f sogar zweimal differenzierbar auf (a,b), dann:

falls f”(x) > 0 Vz € (a,b), dann ist f streng konvex auf (a,b).

falls f”(z) > 0Vx € (a,b), dann ist f konvex auf (a,b).

)
)
)
)

( (a,b)
falls f"(x) < 0 Vz € (a,b), dann ist f streng konkav auf (a,b).
( (a,b)

falls f”(z) < 0Vx € (a,b), dann ist f konkav auf (a,b).

Ahnlich wie bei Monotonie, betrachten wir fiir die bestimmung von Extrema, kritischen Punkten etc
diesen niitzlichen Satz:

Satz
Sei f : [a,b] — R auf (a,b) 3-mal stetig differenzierbar und sei a < o < b.
e Falls f”(z¢) = 0 und f®)(z) # 0, dann ist 2o ein Wendepunkt.
e Falls f/(z¢) = 0 und f"(xz) > 0, dann ist xg ein strikt lokales Minimum.

e Falls f/(z9) =0 und f”(x0) < 0, dann ist g ein strikt lokales Maximum.
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Ist f auf (a,b) (n+1)-mal stetig differenzierbar mit f'(zo) = f® () = ... = £ (x0) = 0, dann:
e Falls n gerade ist und zg ein lokales Extrema (Min oder Max) ist, folgt dass f("*1)(z) = 0.
o Falls n ungerade ist und ("1 (z4) < 0, so ist z ein lokales Maximum.

o Falls n ungerade ist und f("*1)(z4) > 0, so ist x ein lokales Minimum.

Hands-On 4

4.1. Kurvendiskussion
Untersuche folgende Funktionen im Hinblick auf Definitionsbereich, Extrema, Wendepunkte, Kon-
vexitdt und ihr Verhalten fiir z — do0

(c) f(x)=sin(z) + V3 - cos(x)

2?(log|z| —1) ,fallsz #0

d) Challenge: f(z) —
(d) Challenge: f(x) {o falls 2 = 0
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3.6 Losungen

3.6.1 Lo&sungen Hands-On 1
1.1
(a) f ist genau dann in z¢ = 0 differenzierbar, wenn der folgende Grenzwert existiert:
o i1l
L f@) - fO) et sind)
x—0 €r — 0 x—0 xT

Dafiir muss der linksseitige Grenzwert gleich dem rechtsseitigen Grenzwert sein, also

ox® sin(%) ro
lim —% = lim — =0
z—0t xT z—0— T

Das heisst, der rechtsseitige Grenzwert (z — 07) muss = 0 sein. Dafiir muss o > 1 sein, denn dann

gilt:
z sin(L 1
lim 2% sin(y) = lim z* 'sin(-)
z—0t x z—0+ x
1 .
0 < |2 Vsin(=)] < |z[** 3% 0
x

Wenn o = 1 ist, dann ist der rechtsseitige Grenzwert = lim,_q sin(l) nicht definiert, und falls

x
a < 1, dann gilt lim,_,o 2>~ ! = 00, so dass auch dann der Grenzwert nicht existiert.

(b) Challenge: Wir untersuchen die verschiedenen Félle :

fo(z) = {il’ r7o

e Fall £k =0: es gilt

0, z=0

Insbesondere gilt : lim,_,¢ f(z) = +o00 # 0 = f(0), somit ist die Funktion in diesem Punkt
nicht stetig. Daraus folgt dass sie in 2y = 0 nicht differenzierbar ist.

e Fall k =1 : es gilt

1, >0

Z o x#£0 ’
fmw:{g Tl=do e=o
o 1, z<0

Analog ist in diesem Fall die Funktion in zy = 0 nicht stetig und somit nicht differenzierbar.
e Fall k =2 : es gilt

12

= x>0 T x>0
B %7 T 7& 0 B ) B y
fa(z) = =40, z=0=¢0, z=0
0, z=0 22

=, <0 -z, <0
Wir sehen also dass fa(z) = |z|. Die Betragsfunktion ist in 0 nicht differenzierbar weil
limy, o w = limy_,9 %h =—-1%#1=limy9 % = limy,_,9 w. Somit ist die Funkti-

h<0 0 h>0 h>0

<
on in diesem Fall in 2y = 0 nicht differenzierbar.
o Fall £k > 2 : es gilt

0 = z=0=140, z=0
€r =
’ = 2<0 —zzk=2 <0

h) — hik=2
lim O = SO ) —lm A2 =0 (weil k> 2)
h—0 h h—0 h h—0
h<0 h<0 h<0



1.2

und analog

f(0+h) — f1(0) —hh*F=2

lim =lim ——— = lim —A*" 2 =0 (weil k > 2)
h—0 h h—0 h h—0
h>0 h>0 h>0

fr(0+h)— fx (0)
h

Es folgt also dass limp_sq = 0, somit ist die Funktion in zg = 0 differenzierbar.

Fazit : f ist in ¢ = 0 differenzierbar genau dann wenn k > 2.
Damit f in 2y = 0 differenzierbar ist, muss der folgende Grenzwert existieren:
— f(0
o £ = (0)
z—0 x—0

Wir wissen, dass |f(z)] < 22 gilt, also ist [f(0)] < 0 <= f(0) = 0. Also gilt fiir den Grenzwert
des Differentialquotienten:

o<|fel=10) |1t

$2

x—0
= — 0
z—0 x \x|

G
Mit Hilfe des Sandwich-Theorems gilt fiir den Grenzwert also
L @)~ (0)

x—0 $-—0 k.
Challenge: Wir unterscheiden je nach Vorzeichen von z. Falls > 0 gilt, dann haben wir f(z) = /=
und somit i
. ! _ . _
S = s =

>0 x>0

Andernfalls, wenn = < 0, ergibt sich f(z) = v/—z und daher

lim f/'(z) = lim — = —00
z—0
<0 <0

Da die Grenzwerte nicht {ibereinstimmen, gilt insbesondere, dass f/(0) per Definition nicht definiert
ist.

Challenge: Fiir ein z > 0 haben wir f(z) = 22, also f/(x) = 2z, und somit

lim f'(z) = lim 2z = 0.
x—0 x—0
>0 >0

Andererseits gilt fiir x < 0, dass f(z) = 0 und ebenso f/(x) = 0, also im Speziellen auch

lim f/(z) = 0.

z—0

<0
Beachte, da es im Zweidimensionalen nur zwei “Richtungen” gibt, reicht es, dass diese beiden
Grenzwerte gleich sind, anstatt fiir jede Folge (x,)nen die gegen 0 strebt zu zeigen, dass auch

lim;, 00 f(zn) = 0 gilt.

Nein, denn f ist in & = 0 nicht stetig, da 0> +0 = 0 # 1 = €" und somit auch nicht differenzierbar
inz=0.

Abgesehen vom Punkt 2 = 0 ist f aber iiberall differenzierbar, da sowohl das Polynom z? + z als
auch die Exponentialfunktion stetig und differenzierbar auf R sind.

40



(a) Wir schreiben den Differentialquotienten der Einfachheit halber ein wenig um zu:

log’ (z0) = lim log(z) —log(wp) _ . log(x +h) —log(z)
z—z0 T — xg h—0 h

Diesen Grenzwert berechnen wir jetzt:

. log(x+h)—log(z) . 1 z+h
piy h = jim 7 log(— =)
z1 x+h
= lim ——1
hlg%)xhog( T )

(b) Challenge: Wir formen so weit wie moglich um:

e(z-‘,—h)2 _ 612

lim = lim
hﬁof( ) h—0 h
) ex2+23th+h2 _ eacz
= lim
h—0 h
2
22 eZach+h -1
=e” lim
h—0 h

Nun wissen wir, dass e” = Y ( Z7 gilt. Damit erhalten wir

>, (2zh + h?)" 2z + h)"h"
2oh+h® _ Z x + — (2z + h) .

|
0 n!

Setzen wir das in die obige Rechnung ein, und betrachten die ersten beiden Summanden separat,
dann ergibt sich

YD Qzth)"h" 4

n=0 n!

lim f(z) = e” lim

h—0 h—0 h
1 (2»L+h)"h -1

— ¢* lim +Zn 1 n!

h—0 h
gt i (2.’L‘+h)nhn_1

= (22 + h)"h"2

— lim 2z +h+h <Z(w+)>

h—0 oy n!

2

= e 2zx.

Beachte, dass die Reihe konvergent bleibt, da wir lediglich die ersten beiden Summanden subtra-
hieren.

(c¢) Hier unterscheiden wir zwei Félle:
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e z5>0

f/(xo) — llm |.’I;‘ — |$0‘

r—x9 T — o)
x>0 . T — X9
=" lim

T—To T — T

=1
e 17 <0
fl(x()) — hm |.T‘ — |‘T0‘

T—To X — X

s pyy —2 = (0)

T—x0 r — X

~ i —(®—20)
T—To Tr — X

=-1

Die Ableitung von || ist also:

;)L x>0
<|sc|>—{_1

, <0

(a) Die direkte Anwendung der Regeln ergibt f'(z) = ﬁ

(b) Challenge: Zuerst stellen wir fest
F(@) = fu(@) 2 = SN @) 1)

Fiir g(z) = €® und h(z) = log(fi1(x)) - fa(x) haben wir also f(z) = g(h(z)) und mit Hilfe der
Kettenregel erhalten wir:

f'(@) =g (h(x))h (z)
= elog(fl(z))-fz(r)h/(x)
= fi(a)2@H (z).
Unter Verwendung der Produktregel und der Kettenregel erhalten wir

1
fi(z)

W (z) = fi(@) f2(@) +log(f1(2)) f3(x)-

Also insgesamt

fi(z) fo(x)

fi(z)

(c) Hier konnen wir keine der bekannten Ableitungsregeln benutzen. Wir kénnen aber den oben be-
schriebenen Trick anwenden und f umschreiben zu

ﬂmzﬁuwm< +bamwmu0.

f(a:) _ elog(ac) log(3x)

Damit ist die Ableitung einfach zu berechnen und wir erhalten

() = (32)°") (1og(32) + log(x)
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(d) Challenge: Um die Quotientenregel anwenden zu kénnen, brauchen wir die einzelnen Ableitungen
des Zahlers und des Nenners. Fangen wir mit dem Zahler an. Wir benutzen die Produktregel und

erhalten

d . , .
axe” =e " —ze *=e¢"(1-2x).

Fiir den Nenner ergibt sich mit der Kettenregel

d
d—(l + 23?2 = 2(1 + 2?) - 22 = 4a(1 + 2?).
x

In die Quotientenregel eingesetzt bekommen wir so

e (1 —2)(1 + 22)? — ze %4x(1 + 2?)

g'(x) = (14 22)4
e (1—x)(1+a?) —dae
B (1+ 22)3
e (14 2? — z(1 4 2?) — 42?)
B (14 x2)3
e (1 —z—32% —23)
- (1+22)3

1.4 Challenge: Wir verwenden erst die Kettenregel und dann die Produktregel um
f/(l‘) _ ecos(ac) sin(x) (0052 (.T) _ sin2 (l‘))

zu berechnen. Da () sin(@) > ( fiir alle x € R, ist f’(x) genau dann 0, wenn cos?(z) — sin?(z) = 0. Mit
der Identitiit sin®(x) 4 cos?(z) = 1 erhalten wir

1
fl(x)=0&2cos?(z) —1 =0 cos(zx) =+— & a = +2 ez

™
V2 472
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3.6.2 Losungen Hands-On 2
2.1

(a) Seien z,y € (a,b) beliebig, mit z < y.

Behauptung

f(x) > f(y) oder dquivalent: 0 > f(y) — f(x)

Wir diirfen dabei verwenden, dass:
(x) Vz € (a,b): f'(z) <0

Mit dem Mittelwertsatz folgern wir:

% e () 110 = L0 o ) - sy = (g -2y <0
(%) >0
<0

(b) Challenge: Beachte:
f:(=1,1) = Rinjektiv < f streng monoton <« f' >0V f <0, (Vze (-1,1))

Wir versuchen deshalb ¢ so zu wihlen, dass folgendes gilt:

f(@)=1+¢egd () >0, (Vze(-1,1))

Falls M =0 Dann gilt wegen |¢'(z)] < M =0 (Vz € (—1,1)), dass ¢’ = 0 und deshalb f'(z) =

1+e-0=1>0 Vv

Falls M >0 Dann setze ¢ := 577.

Es gilt:

/ / (*) 1 1

flx)=1+¢eg'(z) > 1+€(—M):1—§:§>0 v
(Wobei wir in (x) verwendet haben dass |¢'(z)] < M = —M < ¢'(x))
2.2
(a)
Behauptung
f ist injektiv
Beweis. 1
f/(x) =% + 22 >0 (VxzeR).

Das heisst, f ist streng monoton wachsend auf ganz R und somit injektiv.

Behauptung

f ist surjektiv

44



Beweis.

. . . x : —_g_T__T
zll)nolo f(z) = oo, ml}r}loof(x) = ml}r}looe + Ill)rzloo arctanz = 0 5= 5
| —

(*)
(%) geht gegen —7 da der Arcustangens die Umkehrfunktion des Tangens ist und wegen:

sinx

lim tanxz = lim = —00.

-5 z——% COST

Sei nun y € (—Z,00) beliebig. Dann finden wir sicher zwei Zahlen x1,x2 € R so dass f(z1) <y <

f(s). :

Mit dem Zwischenwertsatz existiert dann (wegen der Stetigkeit von f) ein « € [z, 23] mit f(z) = y.
Folglich ist f surjektiv. O
Da f injektiv und surjektiv ist, ist f auch bijektiv. O

Da f’ > 0 ist nach dem Umkehrsatz f~': (=5, 00) — R differenzierbar.
Das heisst, fiir alle £ > —% existiert (f~!)'(€) (wie gewiinscht).

Wir verwenden die Umkehrsatz-Formel:
_ 1
f(f=1(1))

Wir miissen also herausfinden was f~1(1) ist. Dazu iiberlegen wir, welches Argument x wir in f(x)
einsetzen miissen um 1 zu erhalten.
Nach kurzem Uberlegen sehen wir dass = 0 zur Losung fiihrt, denn:

(f7hy) =

sin 0

tan(0) = 0 = arctan(0) =0

cos(0

Und somit:
f(0) =€’ +arctan(0) =14+0=1 = f'(1)=0 v

Deswegen gilt:
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3.6.3 Losungen Hands-On 3

3.1
(a)
°L £ (0) n
n=0
1 2 x? 23
=log(1+0 x— 2t 2 =r— >+
el +0+ 5~ Gror2 ¥ tavopr e © Tty

(b) Challenge: Die ersten 3 Ableitungen von f(x) = log(z) sind:

foy=>=2" = j)=1
fla)= g =ma? = )=
=200 = jO@)=2
Also haben wir:
)

(a:—1)”=O—|—(x—1)—1(x—1)2+%(x—1)3

3
T3f(x;1) = nz:% ol 2

(c) T3f(2;0) = e+ ex + ex? + %
(d) Challenge: Die ersten 4 Ableitungen von h(x) = sin(x - %) sind:
h'(z) = cos(x - e¥)(e” + x - ")
= h/(1) = 2e - cos(e)
B (x) = cos(z - €7)(2e* + 2 - €*) — sin(x - e¥)(e” + x - %)?
= h"(1) = 3e cos(e) — 4e*sin(e)
h3) (x) = cos(z - €®)((x - € + 3€™) — (x - e® + €®)3) — 3sin(z - %) (x - e + €®)(x - €® + 2e7)
— W3 (1) = cos(e)(4e — 8¢®) — 18¢% sin(e)
D (z) = sin(z - e®)((x - € + e®)* — 4z - e® + 3e%)(z - € + %) — 3(z - €* + 2¢7)?)
+cos(z - e®)((x - e* + 4e®) — 6(x - e + 27 (x - e + €%)?)
— hW(1) = sin(e)(16e* — 59¢?) + cos(e)(5e — 72¢°)

Also haben wir:

n=0
= sin(e) 4 2e - cos(e) - (z — 1) + =(3e cos(e) — 4e?sin(e))(x — 1)?
+ é(cos(e)(4e —8e3) — 18e?sin(e))(x — 1)*
+ i(sin(e)(lGe4 — 59¢%) + cos(e)(5e — 723))(x — 1)*

(e) Challenge: Die ersten 2 Ableitungen von h(z) = sin(cos(z)) sind:
B (x) = —sin(z) cos(cos(x)) = R (0) =0
R (x) = —sin(x)?sin(cos(z)) — cos(z) cos(cos(x)) = h”(0) = — cos(1)

Also haben wir: ~ Thh(z;0) = 22 A (1) (x —1)" = sin(1) — L22 cos(1)

n=0 n! 2

46



3.2
(a) Wie in Aufgabe 3.1 erhalten wir
0 (_1)n+1 .zh
Tf(z;0) =Y ~—~
3.3
(a) Wir gehen nach dem im Theorieteil genannten Schema vor:

i) Funktion und Stiitzstelle definieren:
Am einfachsten wihlen wir f(z) = e® und Stiitzstelle a = 0. Wir wollen f(

ii) (N + 1)-te Ableitung von e finden:
f(N+1) — 7

1) berechnen.

iii) Den Restterm bestimmen:
Um das Supremum von f(V+1) = e* abzuschitzen, benutzen wir, dass e* monoton steigend
ist.
1 (3 —0)N+L 1
Ry f(5:0) < sup |fNFV(€)]=2 =e
2 0<g<l (N +1)! 2NHL(N +1)!

Nl

iv) Die Ungleichung Ry < d = 1073 nach N auflésen:

1

!

1
ez2

v) Das N-te Taylorpolynom bestimmen und ausrechnen:
4 on
Ty f(z;0) = Z o

n=0
1

= T4f(§;0) = 1.6484

Der exakte Wert von e'/? ist 1.64872. Wir sind also sogar weniger als 0.0003 entfernt.
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3.6.4 Losungen Hands-On 4
4.1

(a) Betrachten wir die Funktion f(z) = =R

i) Der Definitionsbereich ist Q@ = R\ {1}, da die Funktion in 1 nicht definiert ist.

. . . a:2 . . .
ii) Das Verhalten gegen +oo ist: ngoo - = T IEIPOQ o1y = —©
iii) Die Ableitungen von f sind:
1
!
= 1 _ —
Fle) =1~ oo

1" _ 2
f (m)—m

iv) Die NS von f’(z) sind zg = 0,27 = 2. Also sind ¢, 21 die kritischen Stellen.
f/(x) ist auf (0,2) negativ, ie f ist auf (0, 2) streng monoton fallend.
f'(z) ist auf (—o0, 0)U(2, 00) positiv, ie f ist auf (—oo,0) und (2, 00) streng monoton wachsend.

v) f”(x) hat keine NS (also auch keine Wendepunkte). Also gilt:
f"(x) ist auf (—o0, 1) negativ, ie f ist auf (—oo, 1) streng konkav.
f"(x) ist auf (1,00) positiv, ie f ist auf (1, 00) streng konvex.

vi) Wir betrachten noch nun f”(x¢) und f”(z1):
Da f”(x) auf (—oo,1) negativ ist, gilt auch dass f”(z¢) < 0, ie o ein strikt lokales Max von
f ist.
Da f”(x) auf (1,00) positiv ist, gilt auch dass f”(z1) > 0, ie x; ein strikt lokales Min von f
ist.

(b) Betrachten wir die Funktion f(x) = z/x.

i) Der Definitionsbereich ist Q = [0, +00), da die Wurzel fiir negative Werte nicht definiert ist
(in R).

ii) Das Verhalten gegen +oo ist: lim zv/z = +0o0
r—+o0

iii) Die Ableitungen von f sind:

iv) Die NS von f/(z) ist 2p = 0. Also ist x¢ eine kritische Stelle.
f/(z) ist auf (0,400) positiv, ie f ist auf (0,+00) streng monoton wachsend.

v) f”(z) hat keine NS (also auch keine Wendepunkte). Also gilt:
f"(x) ist auf (0,400) positiv, ie f ist auf (0, +00) streng konvex.

vi) Da f”(zo) nicht definiert ist, kénnen wir den Satz nicht wie normalerwiese anwenden. Wir
wissen aber, dass f streng monoton wachsend ist, also konnen wir sagen, dass x( ein strikt
(lokales) Min von f ist.
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(c) Betrachten wir die Funktion f(z) = sin(z) + v/3 cos(z).

i)
i)

iii)

iv)

vi)

(d) Challenge: Betrachten wir die Funktion f(x) = {

Der Definitionsbereich ist 2 = R
Da f periodisch ist (f(x) = f(z + 27)), existieren die Grenzwerte gegen 0o nicht.
Die Ableitungen von f sind:

f'(x) = cos(z) — V/3sin(x)
f"(z) = —sin(z) — V3 cos(z)

Die NS von f'(x) sind zo = § + 27k, x1 = %" + 27k, k € Z. Also sind alle xq,x; kritische
Stellen. Wir betrachten im Weiteren die Funktion auf [0, 2], da f periodisch ist.

f:(x) .ist auf (%,ﬂ%’r) n7eTrgativ, ie f-ist .auf (%, =) strﬁng mon;);con fallend.

f'(x) ist auf [0, T) U (5", 27 positiv, ie f ist auf [0, §] und (7, 27] streng monoton wachsend.

Die NS von f”(x) sind Zg = %",551 = %’r

[ () ist auf [0, 2F) U (37, 27] negativ, ie f ist auf [0, 2F) und (3, 27] streng konkav.

f"(x) ist auf (%’T, 5?”) positiv, ie f ist auf (%’T, 5?”) streng konvex.

Da das Vorzeichen von f” in den Punkten Zg,Z; welchselt, konnen wir sagen, dass Tg,Z1

Wendepunkte sind (allerdings keine Sattelpunkte, da f'(Zo) # 0, f/(Z1) # 0).

Wir betrachten noch nun f”(zg) und f”(z1):

Da f”(z) auf [0, 2F) negativ ist, gilt auch dass f”(z0) < 0, ie zg ein strikt lokales Max von f
ist.

Da f”(z) auf (%", 5?”) positiv ist, gilt auch dass f”(z1) > 0, ie 2 ein strikt lokales Min von f
ist.

2?(loglz] — 1) ,fallsz #0
0 Aallsz =0

Der Definitionsbereich ist Q = R

Das Verhalten gegen +oo ist: lim f(x) = +oo weil lim 22 = oo und lim log|z| = +o00. Aus
Tr—r+00 T— r—r+00

—+o0

Symmetrie (Vr € R: || = | — 2| und 2% = (—z)?) folgt lim f(z) = +oo.
Tr—r—00

Um die Ableitungen von f zu berechnen, schreiben wir f als

2?(log(z) —1)  ,fallsz >0
f(x)=<0 Jalls e =0
z2(log(—z) — 1) ,fallsz <0

Wir berechnen die Ableitung in 0 mittels dem Differentialquotienten :

L S = £0) B2 (og(hl) — 1)

h—0 h h—0 h = %1_>mohlog(|h|) —h =0 (weil th xlogx = 0)

—0t

Es gilt also f/(0) = 0 in den Punkten ungleich 0 ist die Ableitung leicht zu berechnen :

z(2log(x) —1) Lfallsz >0
f(x) =10 Jfalls 2 =0
z(2log(—z)—1) ,fallsz <0

Berechnen wir nun die zweite Ableitung :

i LW =FO) gy hClog@) = 1) 2log(x) — 1 = +00

z—0t h z—0t h z—0+

Somit ist f in 0 nicht zweimal ableitbar. Des weiteren gilt :

2log(z) +1 Jfalls > 0
f"(z) = { nicht definiert ,falls =0
2log(—z)+1 Lfallsz <0
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Die NS von f/(z) sind 9 = —v/e,z1 = 0 und 2o = /e. Also sind alle xg, 1, 22 kritischen Stellen.
Auf den Intervallen | — co; —y/e[ und ]0, /e[ ist die erste Ableitung strikt negativ, somit ist die
Funktion auf den Intervallen | — co; —y/e] und [0; /€] streng monoton fallend. Analog ist auf den
Intervallen | — v/e; 0] und ]v/e; +oo[ die erste Ableitung strikt positiv, somit ist die Funktion auf
den Intervallen [—/e;0] und [\/e;+oo[ streng monoton wachsend. Daraus schlissen wir dass die
Minimalstellen zy = —y/e und z2 = /e sind. Die einzige lokale Maximalstelle ist 21 = 0.

Die NS von f”(z) sind &y = —y/1/e und Z; = —y/1/e. Auf den Intervallen ] — oo; —4/1/e[ und

J/1/e;+oo ist die zweite Ableitung strikt positiv, somit ist die Funktion auf diesen Intervallen
streng konvex. Auf | — \/1/e;1/1/e[\{0} ist die zweite Ableitung strikt negativ, somit ist f auf

dem Intervall | — y/1/e;+/1/e[ streng konkav. Daraus folgt dass &g = —y/1/e und &, = —y/1/e
Wendepunkte sind.
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4 Integralrechnung

4.1 Das Riemann-Integral

Das Riemann-Integral einer Funktion liefert grundsétzlich die zwischen dem Graphen und der X-Achse
eingeschlossene Flache. Wir wollen uns dieser Fliche anndhern, indem wir die Funktion in Teilintervalle
aufteilen.

Gegeben sei also eine stetige Funktion f(z) : [a,b] — R. Eine grobe Annéherung an die Flidche zwischen
dem Graphen von f und der X-Achse ist das Rechteck f(a)- (b — a). Eine bessere Annéherung erreichen
wir, wenn wir das Intervall [a, b] aufteilen und die entstehenden Teilrechtecke aufsummieren.

Definition 4.1. Partitionierung

Wir teilen das Intervall I = [a,b] in n Teilintervalle auf. Das gibt uns eine Menge von Grenzpunkten
o <21 < ... < Tp.
P:={a=x0,21, .., Tpn_1,2, =0} C T

Ein Teilintervall I; ist gegeben durch
I = [i-1, ]

Die Breite eines Rechtecks des Teilintervalls I; ist gegeben durch d; = x; — x;_1
Fiir die Hohe eines Rechtecks wihlen wir einen beliebigen Punkt auf dem Intervall I; und betrachten
dessen Funktionswert. Diese Punkte bezeichnet man auch als Stiitzstellen.

Definition 4.2. Stitzstellen
Aus jedem Teilintervall I; wdhlen wir einen Punkt &;. Das gibt uns die Menge der Stiitzstellen &;...&, .

&:={&,....,&n}, wobei & € I; = [1,-1, ;)

Die Hohe des Rechtecks vom Teilintervall I; ist also gegeben durch h; = f(&). Summieren wir alle
Teilrechtecke auf, erhalten wir die sogenannte Riemann-Summe.

Definition 4.3. Die Riemann-Summe
Gegeben sei eine stetige Funktion f(x) : [a,b] — R, sowie eine Partitionierung P in n Teile und
Stiitzstellen €. Dann ist die Riemannsche Summe definiert durch:

S(f, P& = Z@ (Ti — xi-1)
=! Hihe Breite

Wenn wir beliebige Stiitzstellen wahlen, ist es schwierig abzuschétzen, ob die Riemann-Summe grosser
oder kleiner als die tatséchliche Fldche unter dem Graphen ist. Deshalb definieren wir die Unter- bzw
Obersumme. Hier kénnen wir nur noch die Partitionierung frei wéhlen, die Stiitzstellen sind allerdings
gegeben, und zwar jeweils durch das Infimum (bzw. Supremum) der Funktion in jedem Teilintervall.

Definition 4.4. Unter- und Obersumme
Gegeben sei eine Partitionierung P. Dann definieren wir:

Untersumme
n

S(f,P):=_ inf f(@)- (2: = 7i1)

i=1
Obersumme

S(f,P):= Z sup f(z) - (zi — @i-1)

=il zel;

Es gilt nun fiir jede mogliche Partitionierung P von [a,b], dass S(f, P) < S(f, P).
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Wir kénnen nun das Infimum der Obersumme bzw. das Supremum der Untersumme bilden. Das ma-
chen wir, indem wir eine unendlich feine Partitionierung von [a, b] wihlen. Dafiir eignet sich die uniforme
Partitionierung (jedes Teilintervall hat die selbe Breite) gut.

b—a 1)
P, Juniform ‘= {7:0 =a,rx1=a+ T vy Tp—1 =0+ W7xn = b}
1 _ Lo
f e (D00 i—0)
n n
—Qa
up S/, P) = 7}13;2;25 fo

inf S(f, P) := hm Zsupf

i—1 xz€l;

Definition 4.5. Riemann-Integrierbarkeit
Eine Funktion f(x) : [a,b] — R heisst Riemann-Integrierbar (kurz R-Integrierbar), wenn gilt:

supS(f, P1) = inf S(f, P») =: A
P P,

Also wenn sich die Unter- und Obersumme anndhern, je feiner die Partitionierung wird. In diesem
Fall wird A als das Riemann-Integral von f bezeichnet. Man schreibt dann

A / ’ fa)da

FEine andere, dquivalente Definition, die vor allem fiir Beweise verwendet werden kann, lautet: f ist
genau dann integrierbar, wenn gilt:

Ve >03P: S(f,P)—S(f,P)<e

In Worten bedeutet das, dass es immer eine Partitionierung P gibt, fir die sich die Unter- und
Obersumme beliebig anndhern.

Es gibt zwei wichtige Kriterien zur Integrierbarkeit:

Behauptung 4.1
1. Ist f stiickweise stetig in einem kompakten Intervall [a, b], so ist f iiber [a, b] integrierbar.

2. Ist f monoton in einem kompakten Intervall [a, b], so ist f iiber [a,b] integrierbar.

Behauptung 4.2

Sei f : [a,b] — R eine integrierbare Funktion und sei P,y eine Folge von Partitionierungen in n
Teilintervalle, deren Feinheit (max;<,{|Z;|}) gegen 0 geht fiir n — co. Dann gilt

lim S(f, P)) /f
n— 00

Beispiel. Gegeben sei die Funktion f(z) = 22 und das Intervall I = [0, 5]. Priife, ob f auf I integrierbar
ist und falls ja, berechne das Riemann-Integral von f iiber [.

Nach der Definition miissen wir also priifen, ob

sup S(f, P) = inf 5(f, P)
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Am einfachsten wihlen wir wie oben die uniforme Partitionierung, dann gilt also:

n

. . 5-0
sup S(f, P) :nlggo;;ggf(fﬂ)- -

Da f auf I streng monoton steigend ist, ist das Infimum von f iiber I; jeweils gegeben durch

inf fa) = 0+ LZDOZ0 (2 D2

Also gilt:

sup S(f, P) = nlglgoz((l — 1)5)2 . %

I
=
sE
3|
TA
=

=1l 5—31 m? —3n+1
_nl—>ngon36n( n° —an+ )
. 250m3 — 375n2 4+ 125n
= lim
n— o0 6n3

250 2
= — =41+ - =41.66667
6 + 3
Die Obersumme lésst sich genau gleich berechnen und man wird feststellen, dass sie den selben Grenzwert
annimmt.

Fiir die Berechnung der Summe wie im obigen Beispiel werden folgende Summen als Bekannt vorausge-
setzt:
n(n+1)

2

1 =

M:

.
Il
i

1
i? = 6n(n +1)(2n +1)

M-

©
Il
=

1
i3 = an(n +1)?

M-

©
Il
A

Hands-On 1

1.1. Riemann-Summe
Berechne die folgenden Riemann-Summen (S(f, P, §)).

(a) f(x) =22, P=1{0,0.5,1,1.5,2}, £ = {0,0.5,1.5,2}

(b) Challenge: f(x) = sin(z), P = {0, 5,7, %7‘(, 2}, £ =1{0, 5,7, %71’}
1.2. Integral mit Hilfe der Unter- und Obersumme
Berechne die folgenden Integrale mit Hilfe der Unter- und Obersumme:

(a) f021'2dx
(b) f;ewdx
(c) Challenge: [ sin(z)dx

(d) Challenge: flb log(x)dz
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1.3. Diverse Beweise
Zeige oder widerlege die folgenden Aussagen:

(a) Sei f: [a,b] = R eine stetige Funktion. Dann ist f integrierbar.
Hinweis: Wenn f gleichméssig stetig ist, gilt die folgende Implikation

Ve >03: Vo,y € [a,b]: |z —y|<d = |f(z)— f(y)| <e

(b) Sei f :[a,b] — R eine integrierbare Funktion. Dann ist f stetig.

(c) Sei f:[a,b] = R eine integrierbare Funktion. Dann gilt

/abf(x)da: = —/baf(a:)dx

Benutze dabei nicht den Hauptsatz der Integralrechnung.

(d) Challenge: Sei f : [a,b] — R eine monotone Funktion (d.h. entweder monoton steigend oder
monoton fallend). Dann ist f integrierbar (f muss dabei nicht stetig sein).

4.2 Stammfunktionen

Definition 4.6. Stammfunktion
Sei f(x) : [a,b] = R eine Funktion. F heisst Stammfunktion von f, wenn gilt:

F'(z) = f(z) Vz € [a,b]

Beispiel. Sei f(z) = 2z(R — R). Dann ist F(z) = 22 + 3(R — R) eine Stammfunktion von f, da
F'(z) =2z = f(x)Vz gilt.

Bemerkung: Wenn f integrierbar ist, heisst das nicht zwingend, dass auch eine Stammfunktion exis-
tieren muss.
Beispiel. Stiickweise stetige Funktionen sind zwar integrierbar, haben aber nicht immer eine Stamm-
funktion. Sei
0,falls x <0
flx) =
1, falls z > 0

definiert von R — R. Diese Funktion ist integrierbar iiber jedes Intervall [a, b] mit a,b € R. Eine Stamm-
funktion hat sie aber nicht, denn die einzige Funktion, welche abgeleitet wieder f(x) ergeben kénnte, wiire

falls x <
Plz) = cy,falls x <0
x+co,falls z >0
Es gilt nun F'(z) = f(z) Ve1,c2 € R,z € R\ {0}. Fiir z = 0 ist aber F'(x) nicht differenzierbar, da
fim T ZFO) g gy F@ZFO)
z—0+ z—0 z—0- z—0

Mithilfe der Stammfunktion kann das Integral effizient berechnet werden.

Definition 4.7. Fundamentalsatz der Analysis
Sei f(x) : [a,b] = R eine Funktion und F(z) ihre Stammfunktion. Dann gilt:

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a)
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Definition 4.8. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Sei f(x) : [a,b] = R eine Funktion. Wir definieren F(z) fir a < x < b wie folgt:

F(x) := /w f(t)de

Dann ist F(z) eine Stammfunktion von f.

Das Integral erfiillt ein paar wichtige Eigenschaften:

Behauptung 4.3

Linearitdt
Seien f und g integrierbare Funktionen von [a, b] nach R, dann gilt:

/abu~f(x)+v~g(x)dx:u~/abf(x)dx+v~/abg(x)dx

Behauptung 4.4

Monotonie
Seien f und g integrierbare Funktionen von [a, b] nach R und es gelte f(z) < g(z) Vz. Dann gilt:

/ab f(z)dz < /abg(x)dx

Behauptung 4.5

Gebietsadditivitat
Sei f : [a,b] — R eine integrierbare Funktion und sei ¢ € [a,b]. Dann gilt:

/abf(ac)dx = /acf(x)d:an/cbf(x)dx

Unbestimmtes Integral Das unbestimmte Integral einer Funktion entspricht der Stammfunktion von
f. Man schreibt auch

Flz) = /f(z)dz

Zu jeder Funktion gibt es beliebig viele Stammfunktionen, die sich jeweils um eine Konstante ¢ unter-
scheiden. Deshalb schreibt man im allgemeinen auch:

/f(x)dx =F(z)+c
wobei F'(x) eine beliebige Stammfunktion von f ist.

4.3 Berechnung der Integrale

Fiir die effiziente Berechnung eines Integrals f; f(x)dz suchen wir immer zuerst die Stammfunktion F(z)
zu f. Dann berechnen wir ganz einfach
F(b) — F(a)

Um die Stammfunktion zu finden gibt es verschiedene Methoden.
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Definition 4.9. Polynome
Es gilt:

nd c- xn+1 v
0 = eR\{-1
/ c-gtdr=———-Vn \ {-1}
Ein allgemeines Polynom anx™ + an_12"" " + ... + ao kann mit Hilfe der Linearitit ganz einfach
integriert werden, indem man einfach jedes einzelne Glied nach der oben genannten Regel integriert
und dann alle Resultate addiert.

Behauptung 4.6
Einige Integrale:
o [e"dz=¢€"+c
o [sin(z)dz = —cos(z) + ¢
e [cos(z)dz = sin(z) + ¢
o [log(z)dz = z(log(z) — 1) + ¢

[ Ldz =logla| +c

4.3.1 Partielle Integration

Um Produkte von zwei Funktionen integrieren zu koénnen, benétigen wir die sogenannte partielle Inte-
gration. Aus der Produktregel der Differentialrechnung folgt direkt:

Definition 4.10. Partielle Integration

/ (@) - g(@)de = f(z) - g(z) — / f(@) - g (@)dz

e Fiir partielle Integration miissen wir immer entscheiden, welchen Faktor wir integrieren und welchen
wir ableiten. Grundsétzlich leiten wir Polynome ab und sich wiederholende Funktionen (sin, cos, e*
etc.) integrieren wir.

e Manchmal miissen wir kiinstlich mit 1 multiplizieren, um partielle Integration anwenden zu kénnen
(z.B. [log(z)dz).

e Wenn wir durch mehrfache partielle Integration wieder beim urspriinglichen Integral landen, kénnen
wir die erhaltene Gleichung nach diesem Integral auflosen, was uns direkt zur Losung fiihrt.

Beispiel. Berechne fol x - e*dx mit partieller Integration.

Wir leiten x ab und integrieren e®. Also erhalten wir

1 1
PI 1
/x~eIdx:x~e$| 7/ e“dx
0
o+ T 0

—a-e’|, =€
=e—(e—1)=1
4.3.2 Substitution

Eine weitere Methode ist die sogenannte Substitutionsmethode. Dabei ersetzen wir eine gewisse Funktion
g(t) durch eine Variable x. Dabei miissen wir alle weiteren Vorkommen von ¢ ersetzen, die Grenzen des
Integrals anpassen (falls vorhanden), sowie die Integrationsvariable d¢ zu dz umformen.
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Definition 4.11. Substitution
Sei g : [a,b] — R stetig differenzierbar. Sei I C R mit g([a,b]) C I und f : I — R eine stetige
Funktion. Dann gilt:

b g(b)
/ Flo(t)) - o' (t)dt = / f(@)de
a g(a)

Wichtig bei der Substitution sind folgende Punkte:
e Die Grenzen miissen ebenfalls substituiert werden durch g(a) und g(b).

e Alternativ kann man statt die Grenzen zu substituieren das unbestimmte Integral berechnen und
zum Schluss die Variable  wieder durch ¢ riicksubstituieren. In dieses Integral kann man dann die
originalen Grenzen einsetzen.

e Berechnet man das unbestimmte Integral, darf am Schluss die Riicksubstitution nicht vergessen
gehen.

Beispiel. Berechne f02 z- e da

Wir substituieren u = 22. Es gilt 3—; =2z <= dzr= g—;‘. Wir erhalten also:

Wir hétten hier auch partielle Integration anwenden kénnen, was aber wesentlich komplizierter wére.

4.3.3 Partialbruchzerlegung

Die letzte Methode, die wir ansprechen, behandelt die Integration von Polynom-Briichen. Dabei verwendet
man die sogenannte Partialbruchzerlegung.

Definition 4.12. Partialbruchzerlegung
Seien p(x) und q(x) zwei Polynome. Wir betrachten das Integral [ %dx. Wir berechnen das Integral
in mehreren Schritten:

1. Priife den Grad von p und q. Falls deg(p) > deg(q), dann fiihre eine Polynomdivision durch, so

dass wir dann das dquivalente Integral [ a(z) + 283 erhalten. Die Schwierigkeit hat sich jetzt

auf den Bruch ;Eig reduziert. Fahre deshalb damit beim ndchsten Schritt weiter.

2. Jetzt gilt sicher deg(p) < deg(q). Berechne die Nullstellen von q(x). Dabei handelt es sich oft
um kubische Gleichungen. Dann muss eine Nullstelle erraten werden. Die Restlichen kénnen
dann mit Polynomdivision herausgefunden werden.

3. Fir jede Nullstelle erstellen wir einen Partialbruch mit folgendem Ansatz:

a) Einfache, reelle Nullstelle
T — e
b) r-fache, reelle Nullstelle
A A Ar
U o e Tt e
¢) Einfache, komplexe Nullstelle
2?2 +pr+q—

z24+prtq
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d) r-fache, komplexe Nullstelle

2 Aiz+B; Asxz+Bs A,.z+B,
PTG 2 ipatq T @apata)? T T Gperar

Wir kénnen jetzt alle Partialbriiche aufsummieren und erhalten unseren originalen Bruch.

4. Als letztes miissen wir nur noch die Parameter A;...A, (bzw. auch Bj...B,) bestimmen. Dies
machen wir mit Hilfe eines Koeffizientenvergleichs. Am besten veranschaulichen wir das anhand
eines Beispiels:

Beispiel. Wir zerlegen den Bruch #ﬂ}” in die Partialbriiche z—fl + % Dazu multiplizieren

wir auf beiden Seiten mit dem gesamten Nenner z? — 3z + 2.
x+1=A(x—-2)+ Bz —1)

<— x+1=Azx—-2A+Bx— B
< z+1=2(A+B)—-2A—-B

Daraus folgt, dass A+ B =1 und —2A — B = 1 sein muss. Wenn wir dieses Gleichungssystem
auflosen, erhalten wir

A=—-2und B=3

z+1 _ -2 3
22—-3x+2 ax—1 x-2

(14a)? d

Beispiel. Berechne [ 71427

Als erstes machen wir die Partialbruchzerlegung:

1. Wir priifen den Grad des Zihlers und des Nenners. In diesem Fall ist deg(p) < deg(q), also miissen
wir hier nichts tun.

2. Berechnen wir die Nullstellen vom Nenner. Diese sind 0, ¢ und —1.

3. Fiir die erste Nullstelle (0) erhalten wir den Ansatz %.
Fiir die beiden komplexen Nullstellen erhalten wir den Ansatz

A2$+BQ
1+ a2

Im Nenner steht das Polynom, das als Nullstelle die beiden komplexen Losungen (i, —i) hat.

Addieren wir beide Ansétze, erhalten wir die Gleichung

(1+{E)2 o é A2$+BQ
r-(1+22) = 1+ a2

4. Jetzt miissen wir nur noch A, As und By bestimmen. Multiplizieren wir mit dem Nenner, erhalten
wir
(1+2)%=A; - (14 2%) + 2(Ayx + By)
— 1+4+20+22=A; + A12® + As2? + Box
= 2?22+ 1=a%A; + A) +x(B2) + A

Aus dem Koeflizientenvergleich folgt, dass A; = 1, By = 2 und Ay = 0. Insgesamt erhalten wir also

die Partialbruchzerlegung
(1+x)? 1 2

x-(1+x2)7m+1+x2
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Nach der Partialbruchzerlegung miissen wir noch das eigentliche Integral berechnen.

(1+x)? /1 2
Y qe= [ 42 4
/x-(l—t—xQ)x x+1+x2x
= log |z| 4+ 2 arctan(x) + ¢

Das zweite Teilintegral kann aus der Formelsammlung von einfachen Integralen entnommen werden.

Hands-On 2

2.1. Ableitungen von Integralfunktionen
Berechne von den folgenden Integralfunktionen jeweils die Ableitung:

(a) flx)= [y teostat
(b) g(z) = [T sin(t) cos(t)dt

(c) Challenge: h(z) = f‘zQ tdt

2l
(d) Challenge: i(z) = flgx %};(t)dt

2.2. Partielle Integration
Berechne die folgenden Integrale mit partieller Integration:

(a) [axlog(x)dx
fo T sin(2z)dx
Leite mit Hilfe partieller Integration die folgenden Rekursionsformeln her:

(¢) ay:= [(logz)"dz =z - (logz)™ — nan—1, n € N
Bestimme ein geeignetes ag.

(d) Challenge: b, := [z'(logz)"dz = g5 (2" (logx)" — nb,_1), n € Nt # —1
Bestimme ein geeignetes bg.

2.3. Substitution
Berechne die folgenden Integrale mit Substitution:

_2z43
f 2243x+1 dz

(a)

(b) [ (22 +1)2de
(c)

(d) [ 7rg=d

) f02 2% log(1 + 23)dx

Ik a2+x2 dx, wobei a > 0

f) fol 23¢” Az

2.4. Partialbruchzerlegung
Berechne die folgenden Integrale mit Partialbruchzerlegung:

+2x°—4x+42
(a) x(a: f)@fs) da

z°4+4x43
f (T2+T)(’I';—+4)dx

(c) Challenge: [ 255dz
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(d) Challenge: f%dx

2.5. Gemischte Aufgaben
Berechne die folgenden Integrale. Benutze dazu eine beliebige Methode, die dir sinnvoll erscheint.

) [log(z)(z* — 1)dz

b f 9z° —3z+1dx

27
¢) [xlog®(r)dx
(d) Challenge: [ — sin (*dx
(e) Challenge: f%d

2.6. Beweise
Zeige oder widerlege die folgenden Aussagen

(a) Sei f:[a,b] — R eine stetig integrierbare Funktion. Dann existiert ein ¢ € (a,b), so dass

/ac f(z)dz = /Cb f(z)dz

(b) Sei f : [a,b] — R eine integrierbare Funktion. Dann ist f beschrénkt, d.h. 3IM € R : |f(x)] <
MVz € [a,b]

(c) Mittelwertsatz der Integralrechnung: Sei f : [a,b] — R eine stetige (und somit integrierbare)
Funktion. Dann existiert ¢ € [a, b], so dass

b
/ f@)de = f(c) - (b a)

(d) Erweiterter Mittelwertsatz: Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und g : [a,b] — R integrier-
bar. Dann existiert ¢ € [a, b], so dass

/ ' fe)g(e)dz = £(c) / " (@)

(e) Challenge: Erweiterter Mittelwertsatz 2: Betrachte die vorherige Aufgabe. Wie sieht es aus,
wenn entweder g > 0 oder g < 0 fiir alle x?

4.4 Uneigentliche Integrale

Ein Integral f; f(z)dz bezeichnet man als uneigentlich, wenn eine oder beide Grenzen (a und b) des
Integrals nicht im Definitionsbereich von f liegen. Die genaue Definition lautet wie folgt:

Definition 4.13. Sei f(x) : (a,b) — R eine Funktion definiert auf dem offenen Intervall (a,b) und
sei f auf allen Intervallen [c,d] mit ¢,d € (a,b) integrierbar. Dann lautet das sogenannte uneigentliche

Integral fabf(x)d:c definiert als:

b d
[ o gy [
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Dies gilt unter anderem auch fiir die folgenden Integrale:

1.
S b
f(z) :]0,00) = R,/ f(z)dz = lim f(z)dx
0 b—oo J
2. 0 0
f@): (=0 =R [ flo)da = tim [ p(es
3. Achtung:

e’} b
F(@) : (=00, 00) = R( alsoR—HR),/ﬁ f@)dz = lim lim/ F)dz

a——00b—oo [,
Beachte, dass hier zwei Limes vor dem Integral stehen. Das ist nicht das selbe wie lim,_, ffc f(z)dx

Betrachte z.B. f : R — R, f(z) = 2. Dann gilt ffooo f(x)dz ist nicht definiert. Man kénnte meinen,

es gelte lime_ o0 f_cc rde = 2 ’C

% - 0, was aber nicht korrekt ist.

Definition 4.14. Ein uneigentliches Integral bezeichnet man als konvergent, wenn der Grenzwert
existiert (das heisst er nimmt einen Wert aus R an). Ansonsten bezeichnet man es als divergent.

Wie kann man abschiitzen, ob ein uneigentliches Integral konvergiert oder nicht? Grundsétzlich gilt, dass
man ganz einfach den Grenzwert des bestimmten Integrals versucht zu berechnen.

Beispiel. Bestimme, ob f 100 x%dz konvergiert, und wenn ja, welchen Wert es annimmt.

Laut Definition des unbestimmten Integrals konnen wir es umschreiben zu:

b
-1
hm/ —dzr = lim — b
b—oo Jq 2 b—oo x 1
-1 -1
bggo b 1

Also konvergiert das Integral und hat Wert 1.

Weitere Konvergenzkriterien: Manchmal ist es nicht so leicht, das Integral zu berechnen. Trotzdem mochte
man abschétzen konnen, ob es konvergiert oder nicht. Dafiir gibt es einige Kriterien welche sehr &hnlich
zu den Kriterien fiir Reihen sind:

Behauptung 4.7
Es gilt:

<1
/ —dz konvergiert <= s> 1
1 X

Bemerkung: Dieses Kriterium ist dhnlich zur Riemannschen Zeta-Funktion.

Behauptung 4.8

Vergleichskriterium
Seien f,g: (a,b) — R stetig mit 0 < f(z) < g(x) Vz € (a,b). Dann gilt:

b
/ g(z)dz konvergent — / f(x)dz konvergent

/ f(z)dz divergent — / x)dz divergent
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Definition 4.15. Absolute Konvergenz

f; f(z)dz konvergiert absolut, wenn f; |f(z)|dz konvergiert.
Aus absoluter Konvergenz folgt normale Konvergenz.

Bemerkung: Diese beiden Kriterien entsprechen den gleichnamigen Kriteriun fiir Reihen.
Beispiel. Untersuche das folgende Integral auf Konvergenz, ohne es zu berechnen:

< r+1
o Vat+l
Das uneigentliche Integral lédsst sich umschreiben zu
. brl
lim
t—o0 A/ :174

Wir miissen das Integral jetzt geschickt abschitzen. Das tun wir, indem wir es aufteilen in

e +1 ! x+1
lim T+
t—00 \/$4 </x4

1 r+1 ¢ x—i—l

dx + lim

o Vat+1 t—00 vV :174
x+1

Das erste Integral ist nicht mehr uneigentlich und hat einen konstanten Wert aus R, da NCE) stetig tiber

[0, 1] ist. Das zweite Integral untersuchen wir weiter:

L ¢ T
lim ———dx > lim —dx
t— 00 1 1/x4+1 _t*)OO\/ 1/x4+x4
log z ¢
= lim

t—o0 f |1

Insgesamt konvergiert also das uneigentliche Integral nicht.

Hands-On 3

3.1. Uneigentliche Integrale berechnen
Bestimme fiir die folgenden uneigentlichen Integrale, ob sie existieren und berechne gegebenenfalls
ihren Wert:

(a) [° (logw) dz, neZ
Hmwezs Betrachte den Fall n = —1 getrennt.

fO 22

(c) Challenge: [ 4z%e~2*dx

(d) Challenge: [~ Tde

13
Bestimme fiir die folgenden Integrale lediglich, ob sie konvergieren:
) [ sin(d)da

(f) Challenge: fo

— hat

imt
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4.5 Losungen
4.5.1 Lo&sungen Hands-On 1
1.1

(a) Wir benutzen einfach die Definition der Riemann-Summe:

= £(0)- 0.5+ f(0.5)- 0.5+ f(1.5) - 0.5+ f(2)-0.5 =0.5-(0%+0.5% 4+ 1.52 +22) = 3.25

(b) Challenge:

1.2
Fiir die folgenden Riemann-Summen benutzen wir jeweils die uniforme Partitionierung.

(a) Da z? stetig im Intervall [0, 2] ist, existiert das Integral. Deshalb berechnen wir einfach die Ober-
summe:

inf S(f, P) = lim isupf(x) boa

n— oo P z€l; n

20, 2
=l 2 G
8
= s 2
81 8
:nlirroloﬁgn(n—l—l)@n—l—l):g

(b) Auch hier wissen wir, dass das Integral existieren muss, deshalb berechnen wir wiederum die Ober-

summe:
n
. S . b—a
inf S(f, P) = lim E sup f(x) -
n—00 i=1 zel; n
n
b-a b—a
= lim g et
n—oo n
i=1
. b—a - b—a  ;
= lim -e? E (e )"
n—oo N
i=1
geom.Reihe .. b—a a 1-— eb_“
= lim e e
n—oo N 1—e =

1
= (b—a)e*(1 — e’ lim —
( ) ( )n—>oo ’I’L(]. _ ebT)

1
= (b—a)e’(1 —e’™?) lim L
(b= e (1 - ) im o

_ 1

b—a)e(l —e’ %) lim —2—

dH (
n—00 b’r;ae

= (b—a)e*(1 — e’ lim
o= Jim

-1

— (b — a(l — b—a

(b (1 - ) —

:eb_ea

(c) Challenge:
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(d) Challenge:
1.3

(a) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Zuerst bemerken wir, dass f auf [a,b] auch gleichmiissig
stetig ist, da es auf dem kompakten Intervall [a, b] “normal” (also punktweise) stetig ist. Wir wollen

zeigen, dass das Integral fab f(z)dz existiert. Dafiir muss also gelten:
sup S(f, P1) = inf S(f, P»)
P Py

sup S(f, P1) —inf S(f, P») = 0

Py P

Wir strukturieren den Beweis wie folgt: Wir zeigen, dass die Differenz der Unter- und Obersumme
beliebig klein werden kann. Das heisst, dass es fiir jedes € > 0 eine Partitionierung P gibt, so dass
|§(f,P)—S<f7P)|<€ _

Ve >03P: |S(f,P)—S(f,P)|<e

Sei also ein beliebiges € > 0 gegeben. Wir suchen eine entsprechende Partitionierung P mit Feinheit
§ = max |I;| = max{x; — z;_1}. Da f gleichmissig stetig auf [a, ] ist, gilt

Ve>030: Vz,y € [a,b]: [z —y| <6 = |f(z) - fly)| <e

Wir also kénnen zu dem gegebenen € ein § wihlen, das die folgende Implikation erfiillt

€

b—a

v -yl <6 = [f(x) = fly)l <

Betrachten wir die Differenz der Unter- und Obersumme einmal genauer:

SO, P) = (P =122 inf (@) (w5 —wima) = ) sup f(2) - (2 = wi1)

=1 zel;

=3 (1 inf (@) = sup f(@)]) - (i — 1)

i—1 z€l;
(da f stetig) < Z 7 € . (x; —xi-1)
—a
i=1
€ n
= b—a Z(xz - 58171)
i=1
=3 j - b—a)=¢

(b) Diese Aussage stimmt nicht. Wir zeigen ein Gegenbeispiel:

0, <0
1,z >0

f:[_1>1] _>Ra f(.l?) = {
f ist integrierbar iiber [—1, 1] mit fil f(z)dz =1 (lasst sich leicht mit der Riemann-Summe nach-

rechnen). Aber offensichtlich ist f nicht stetig bei z = 0.

(¢) Wir schreiben beide Integrale als Riemann-Summe, wobei wir die uniforme Partitionierung verwen-
den.

b = b—a
[ rae = im 3 it @)

i=1

n

“ . . a—>b
[ f@e = tim 3 it p@)-

1=
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Wir koénnen die zweite Summe wie folgt umschreiben:

n

Jim > inf flo ) L2 = zzmnwz inf f(x

=1

=1 lzm,HooZ inf f(z)-

= —/abf(:v)dx

(d) Challenge:
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4.5.2 Losungen Hands-On 2
2.1

(a) Sei K(t) eine Stammfunktion von k(t) = te®s*. Dann ist f(z) = K(2?) — K(0) und damit f’(z) =
k(22) - 22 = 2a3ecos e’

(b) Sei K(t) eine Stammfunktion von k(t) = sin(t) cos(t). Dann ist g(z) = K(z+ §) — K(x). Somit gilt

f(@) = k(z + 3) - k()

= sin(x + g) cos(z + g) — sin(x) cos(x)
= — cos(z) sin(z) — sin(x) cos(x)

= —2sin(z) cos(x)

(c) Challenge: Berechnen wir h.

2

h(z) = / "t

x|
12 42
- §||w\
12 42
DRIE]
at |zf?

2 2
{E4—{E2

)

3 "L'S— xr __
Somit folgt h/(z) = 2522 = 225 — x.
(d) Challenge: Sei K (t) eine Stammfunktion von k(t) = Costi};(t) Dann ist i(z) = K(3z) — K(1) und
damit i (z) = k(3z) - 3 = PGl g — con@r),

92

2.2
(a)

2 2
1
/%log(m)dx g % log(z) — T ldz

1 ? X
2 2
= 5 log(x) — -
2
1
= 5 (log(z) = 5) +¢

(b) In dieser Aufgabe miissen wir zwei Mal partielle Integration anwenden.

2 2
/ e?’”sin(?z)dx g e sin(2w)|§w + 2/ e cos(2z)dx
0 l 0

2m
g e sin(2w)|§ﬂ +2(—e"" COS(2$)|(2)Tr — 2/ e ?sin(2z)dz)
0

2m
=0+2(1—e?") — 4/ e” % sin(2z)dx
0
27
= 5/ e T sin(2x)dr = 2(1 — e~ 27)
0

2
2
= / e Tsin(2z)dz = 3(1 —e M +¢
0
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()
(d) Challenge:
2.3

(a) Wir substituieren u = x? 4+ 3z + 1, also g—; =2z +3.
/ 2z +3 / 22 +3 du
_ AT e [ 220
22 4+3x+1 u 243

1
:/fdu
U

=log|u| +c=log|z? + 3z + 1| + ¢

(b) Wir substituieren u = 22 + 1, also 9% = 2z,

dx
du
2 42 42
1)*de = —
/sc(gc + 1)*dx /xu 5
42
= [
w3 . (2 +1)% .
= — C= ———— c
86 86

(c) Wir substituieren x = au, also dz = adu.

1 1
/7a2+x2dx: /7a2+a2u2adu

1 1

=— [ ——=d
a/1+u2 b
1

= —arctan(u) + ¢
a

1 T
= —arctan(=) + ¢
a a

(d) Wir substituieren u = logz, also du = ~dx.

1 1
/ dx:/fdu
xlogx U

= log|u| + ¢

= log|logz| + ¢

(e) Wir sehen dass 322 die Ableitung von 1 + 22 ist. Wir substituieren also u = 1 + 22, somit folgt
du = 3z2dz und wir erhalten :

2 9
1
/x2log(1+x3)dx:/ log(u)gdu
0 1

W =

(u log(u)|] — /19 uidu)

(91og9 — 0 — 8)

8
—6log3 — -
og 3

1

w
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2, somit folgt du = 2zdz und wir erhalten :

1 1
/ 253¢% dz :/ uedu
0 o 41

1

P:Iue“’;—/ e"du
0

=e—(e—1)

=1

(f) Wir substituieren u = x

2.4

(a) Wir sehen, dass der Zghler einen hoheren Grad als der Nenner hat. Das heisst, wir miissen eine
Polynomdivision durchfithren. Dann erhalten wir

23 4 222 — 4z + 2 n 2—x
=z
(z—=1)(z+3) (x —1)(z+3)
Vom zweiten Bruch miissen wir jetzt eine Partialbruchzerlegung machen. Die Nullstellen sind
natiirlich 1 = 1 und x5 = —3. Damit lautet unser Ansatz:
2—x A B

G—U(@+3) z-1 243
< 2—zx=A(x+3)+B(zx—1)
<— 2—zr=z2(A+B)+ (34— B)

Durch Koeffizientenvergleich sehen wir, dass A = % und B = f%. Das heisst, wir kénnen das
gesamte Integral umschreiben zu

2—x 1 5
/@-1)(%3)“/“4@-1) T

22 loglr —1| 5log|x + 3
2 e R

(b) Dader Grad des Zéhlers kleiner als der des Nenners ist, miissen wir keine Polynomdivision durchfiihren.
Wir miissen also direkt die Nullstellen des Nenners finden. Wir erhalten die beiden komplex konju-
gierten Nullstellen z1 = £¢ und x5 = +2¢. Damit wéihlen wir als Ansatz fiir die Partialbruchzerle-

gung

23 +4r+3 A+ By Asxr+ By
(24 1)(z2 +4) z2+1 z2 +4
— 2} +dr+3=(A1z+ B)(2® +4) + (Asx + By) (2 + 1)
— 34404+ 3=A12° +4A,0 + B1z? + 4By + Asz® + Asx + Box? + Bs

< 1‘3 +4xr +3 = .’1,‘3(141 + AQ) =+ Z‘Q(Bl + BQ) + .’I,‘(4A1 + Az) =+ (431 + Bg)

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir die Parameter A; = 1, By = 1, Ay = 0 und By = —1.
Damit kénnen wir das Integral wie folgt berechnen:

/ 23+ 4z +3 / z+1 1
———dz= [ — - ———dx
(22 +1)(x2+4) x2+1 2244
T 1 1
= | ———d ——dzx— [ ——d
/x2+1 z+/m2+lx /x2+4$
Das erste Integral berechnen wir durch Substitution v = 2 + 1:

T g log |22 + 1]
x24+1 2
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Das zweite Integral kénnen wir aus der Formelsammlung ablesen:

1
/mdﬂ? = arctan(x)

Das dritte Integral konnen wir zusammen mit einer Substitution und der Formelsammlung berech-
nen. Klammern wir als erstes % aus, erhalten wir

1 1 1
——de=> [ ————d
224 4/(3)24-1 v
T

Substituieren wir v = £ mit % = %7 erhalten wir

2

1 1 1 1

S de=- [ ——d
4/(3)2+1x 2/u2+1“

1 tan (u) 1 + (x)
= — ar n = — ar n{—
Qacau 2aca 9

Setzen wir alles zusammen, erhalten wir die Losung;:

S+ 4r+3 ! “+1 1
/( 2 4 da + e — og |z* + |+arctan(x)f§arctan<§>+c

2+ )21 4) 2
Challenge:
Challenge:

Wir benutzen partielle Integration

/ log(a) (o ~ 1)d = @3 - x) log(z) — / %2 ~1de

3

= m—sfx lo (:E)fx—+:v+c
B\E s 9

Wir benutzen die Partialbruchzerlegung. Als erstes sehen wir, dass der Zihler den gleichen Grad
wie der Nenner hat, also miissen wir zuerst eine Polynomdivision durchfiihren:

923 — 32z + 1 922 —3x +1
P B s e
3 —x x3—x
Vom zweiten Bruch fithren wir jetzt die Partialbruchzerlegung durch. Wir sehen, dass x1 = 0 eine
doppelte Nullstelle ist und x5 = 1 eine Einfache. Der Ansatz ist also

922 -3z+1 A B C
I |
— 92* -3z +1=Ax(xr — 1)+ B(x — 1) + Cz?
— 927 -3z +1=2*(A+C)+2(B—-A) - B
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir A = 2, B = —1 und C' = 7. Das Integral lisst sich also
wie folgt berechnen:

923 — 3z + 1 2 1 7
/796 s dx:/9+f——2+7dx
X

3 — z2 T z—1

1
=9z 4+ 2log|z| + — 4+ Tlog |z — 1| + ¢
x
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(¢) Wir verwenden partielle Integration

2 a? x
zlog®(z)dz = —log*(z) — [ =2logxdx
Ty 2 2
=5 log“(z) — | zlogxdx
2 2 2
= P oe?(a) — (2 -
- tog?(a) — (5 toste) - %)
2 2 2
= T oo (x) = & -
5 log*(z) 5 log(x) + 1

(d) Challenge:
(e) Challenge:
2.6

(a) Da f integrierbar ist, existiert eine Stammfunktion F(x) zu f. F ist natiirlich stetig auf [a, ], da
sie differenzierbar ist mit F'(x) = f(z).
Wir wollen zeigen, dass es ein ¢ € (a,b) gibt, so dass

/acf(x)dx— /cbf(x)d:v =0

Betrachten wir also mal die Funktion

t b
G(t):/ f(x)dx—/t F)dz
=F(t) — F(a) — F(b) + F(¢)

= 2F(t) — F(a) — F(b)

Wir wollen jetzt also die Existenz einer Nullstelle von G beweisen. Das geht am einfachsten iiber
den Zwischenwertsatz. G ist auch stetig, da G die Differenz zweier stetiger Funktionen ist. Um den
ZWS anwenden zu konnen, miissen wir einen Wert > 0 und < 0 finden. Berechnen wir dazu G(a)
und G(b):

G(a) = 2F(a) — F(a) — F(b) = F(a) — F(b)
G(b) = 2F(b) — F(a) — F(b) = F(b) — F(a) = —G(a)

Wir sehen also, dass G(a) und G(b) unterschiedliche Vorzeichen haben (sofern beide # 0 sind). Falls
entweder G(a) = 0 oder G(b) = 0, dann wire das jeweils die gesuchte Nullstelle. Ansonsten gilt mit
dem ZWS, dass eine Nullstelle ¢ € (a,b) : G(¢) = 0 existieren muss.

(b) Wir zeigen die Behauptung indirekt. Sei f unbeschriinkt, dann kann f nicht integrierbar sein.
0O.b.d.A. nehmen wir an, f sei nach oben unbeschriankt. Wir wollen zeigen, dass f nicht integrierbar
sein kann, also dass

Je > 0VP: |S(f,P)—S(f,P)| > ¢

Wihlen wir also € beliebig, z.B. ¢ = 1. Wir wollen jetzt zeigen, dass fiir alle Partitionierungen P
von [a, b] die Differenz der Ober- und Untersumme grosser als € wird.

Sei P eine beliebige Partitionierung. Da f nach oben unbeschrénkt ist, gibt es zu P ein Teilintervall
I;,, iber dem f unbeschrankt ist, also SUPyer,, f(z) = 0. O.b.d.A. sei f nur in diesem Teilintervall
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unbeschriankt Damit kénnen wir die Differenz der Ober- und Untersumme umschreiben zu

S(F,P)=8(f, P)| =1} _ inf f() (w; = xi-1) Zsupf (i — wi-1)]
i=1 ‘

—1 zel;

= >0 inf f(@) = sup F(@)]) - (@ = i)

=1 z€l;

(| inf f(z) = sup f(@)]) (@i = Tig-1) + Y (| inf f(z) = sup f(2)]) - (2: = xi1)

z€l;, ) )
z€l;, 1<iio< zel;

=oo da f nach oben unbeschrénkt in I;,
=00>1=¢

Dies gilt fiir alle Partitionierungen, demnach kann f nicht integrierbar sein, falls f unbeschrinkt
ist.

Der selbe Beweis kann fiir f nach unten unbeschréankt bzw. fiir f in mehreren Teilintervallen unbe-
schriankt durchgefiihrt werden.

Wir schriinken das Integral f; f(x)dz ein. Sei s = inf,c(qp) f(2) und S = sup ¢, ) f(@). Dann gilt

s < f(z) < SVx € [a,b]

= sdx < )da < Sdz
[ oo [ s [

<~ s(b—a) < / f(z)dz < S(b—a)

Da f stetig ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein ¢ € [a, b], so dass gilt
b
c)(b—a)= / f(z)dz

Diese Aussage gilt nicht generell. Wir zeigen dies anhand eines Gegenbeispiels. Seien f,g: [—1,1] —
R mit f(z) = g(z) = . Dann miisste gelten

1
dee[-1,1]: / ride = c-/ lzdz
~1 -1

So ein ¢ kann aber nicht existieren, da

wie gewiinscht.

I’B 1 ’1,’2 1
e §|71 =< (?Ll)
2
— -=c-0
3 C

Diese Gleichung ist fiir kein ¢ € [—1, 1] erfiillbar.

Challenge: Wir schrinken das Integral fab f(z)dz ein. Sei s = inf (o4 f(z) und S = sup,¢(q 4 (7).
WEeil entweder g < 0 oder g > 0 gilt dann

sg(x) < f(x)g(x) < Sg(x) Ve € [a, b]

:>/sg dx</f dx</bg()
s/a g(:v)dxg/af(x) dx<S/

Js f@g(@)de _
fb g(z)dzr

a

<— s <
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Da f und g stetig sind, gibt es nach dem ZWS ein ¢ € [a, b], so dass gilt

_ e J@)g(a)de
ff g(z)dx
b

= f() / glw)de = / ' f)g(e)ds

f(e)

wie gewiinscht.
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4.5.3 Losungen Hands-On 3

3.1
(a) Betrachten wir zuerst den Fall n = —1:
Substituieren wir u = log(z) mit §“ = L erhalten wir
0o 1 log(b) 1
/ dz = lim —du
. wlog(z) b=00 Jiog(e) U
= lim log(u) llog(b)
b—oo
= lim log(log(b)) = 0o
b—oo
Betrachten wir jetzt n # —1 und benutzen wir die selbe Substitution erhalten wir:
> (] n log(b)
/ de = lim u"du
e X b—o0 log(e)
_ LH log(b)
o b—ocon + 1 1
B log ()1 1
Cbooo mt1 n+1
_ {oo, n>-—1
= 1
*m, n < -1
Das Integral konvergiert also fiir alle n < —1 und hat dann den Wert 7n-1‘r1'
(b) Dieses Integral konvergiert nicht, da es im Intervall [0, c0) nicht beschrankt ist (limg o (CE_%)Q = 0).
(c) Challenge:
(d) Challenge:
)

formaler, gilt:
JeeR: VO<z<c:sin(z)~x

Das kann man umschreiben zu

1
JeeR: Ve >c:sin(—) =~
x

8=

Wir teilen das Integral also in zwei Teile auf

Wir konnen sin(x) abschéitzen, wenn x sehr klein ist. Dann gilt sin(z) ~ z. Notieren wir das etwas

© (1 LA . ¢ /1 b1
sin| — |dz = lim sin | — | dz lim sin | — | dx + sin | — | dz
1 xT b— oo 1 x b— o0 1 x c X

(& 1 b
/ sin () dz + lim sin (
1 x b— oo c

1
) dx
T

Das erste Integral konvergiert, da es iiber einem kompakten Intervall gemacht wird und die Funktion
beschrankt ist. Das zweite Integral konvergiert allerdings nicht, denn hier kénnen wir die oben

erwihnte Abschétzung vornehmen:

b 1 b1

lim sin| — |dz =~ lim —dz

b—o0 c xr b—o0 c T
=0

Dabei wissen wir, dass das Integral floo %dx divergiert.

(f) Challenge:
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